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Nous g!en!eralisons au cas des groupes de r!eﬂexions complexes la d!eﬁnition de
Rouquier des ‘‘familles de caract"eres’’ des groupes de Weyl (d!eﬁnies ant!erieurement
par Lusztig). Nous mettons en !evidence le fait que cette notion d!epend d’une mani"ere
essentielle du choix de la d!eformation de l’alg"ebre de groupe appel!ee ‘‘alg"ebre
cyclotomique’’, et nous calculons ces familles pour toutes les alg"ebres cyclotomiques
des familles inﬁnies de groupes de r!eﬂexions complexes qui g!en!eralisent les familles
inﬁnies de groupes de Weyl. # 2002 Elsevier Science (USA)
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alg"ebres cyclotomiques des groupes Gðd; d; rÞ:0. INTRODUCTION
Les travaux fondamentaux de G. Lusztig sur les caract"eres irr!eductibles
des groupes r!eductifs sur les corps ﬁnis (cf. par exemple [Lu1]) ont mis en
!evidence le r #ole important jou!e par les ‘‘familles de caract"eres’’ des groupes
de Weyl concern!es. Dans [Lu2], Lusztig d!eﬁnit la partition en familles de
l’ensemble des caract"eres irr!eductibles d’un groupe de Weyl W en utilisant
l’anneau bas!e associ!e "a la base de Kazhdan–Lusztig de l’alg"ebre de Hecke
de W :
On a r!ecemment compris l’int!er#et qu’il y aurait "a g!en!eraliser la notion de
famille de caract"eres aux groupes de r!eﬂexions complexes (cf. par exemple
[BrMa, BMM1–3, BMR]), ou plus pr!ecis!ement "a divers types d’alg"ebres de
Hecke associ!ees aux groupes de r!eﬂexions complexes. L’int!er#et est double.
* D’une part, les groupes de r!eﬂexions complexes et certaines
d!eformations de leurs alg"ebres g!en!eriques (les alg"ebres cyclotomiques)
interviennent naturellement pour classiﬁer les ‘‘s!eries de Harish-Chandra
cyclotomiques’’ des caract"eres des groupes r!eductifs ﬁnis (cf.
[BMM1,BrMa]), g!en!eralisant ainsi le r #ole jou!e par le groupe de Weyl et
son alg"ebre de Hecke traditionnelle dans la description de la s!erie principale.
Puisque les familles de caract"eres du groupe de Weyl sont au cœur de la
d!eﬁnition des familles de caract"eres unipotents du groupe r!eductif ﬁni
correspondant [Lu1], on peut esp!erer que plus g!en!eralement les familles de
caract"eres des alg"ebres cyclotomiques jouent un r #ole-clef dans l’organisation
des familles de caract"eres unipotents.
* D’autre part, pour certains groupes de r!eﬂexions complexes (et non
de Coxeter) W ; on a pu construire un ensemble de donn!ees qui semble
indiquer que, derri"ere le groupe W ; se cache un objet myst!erieux}le Spets,
cf. [BMM2,BMM3,Ma3]}qui pourrait jouer le r #ole de ‘‘la s!erie des
groupes r!eductifs ﬁnis de groupe de Weyl W ’’. On peut dans certains cas
d!eﬁnir les caract"eres unipotents du Spets (cf. [BMM3,Ma1,Ma3]). La s!erie
principale de ces caract"eres unipotents est alors contr #ol!ee par ‘‘l’alg"ebre de
Hecke spetsiale’’ de W ; qui g!en!eralise l’alg"ebre de Hecke classique des
groupes de Weyl. L’int!er#et de savoir g!en!eraliser pour ces alg"ebres la notion
de famille d!eﬁnie par Lusztig est alors !evident.
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(pas encore ?) de bases de Kazhdan–Lusztig pour les groupes de r!eﬂexions
complexes (non de Coxeter). Cependant, des r!esultats de Gyoja [Gy],
compl!et!es par un travail r!ecent de Rouquier [Ro], fournissent un substitut
pour la d!eﬁnition des familles. Rouquier d!emontre en effet que les familles
de caract"eres d’un groupe de Weyl W ne sont que les blocs de caract"eres de
l’alg"ebre de Hecke classique de W sur un anneau de coefﬁcients convenable.
Cette d!eﬁnition se g!en!eralise sans probl"eme "a toutes les alg"ebres
cyclotomiques des groupes de r!eﬂexions complexes, et c’est cette d!eﬁnition
que nous rappelons et utilisons ici.
Nous consacrons les deux premi"eres parties aux d!eﬁnitions et propri!et!es
des blocs : la partie 1 est consacr!ee "a des r!esultats relativement g!en!eraux, la
partie 2 est plus pr!ecis!ement d!evolue aux ‘‘blocs de Rouquier’’ des alg"ebres
de Hecke cyclotomiques. Beaucoup des r!esultats rappel!es ou d!emontr!es
dans la partie 1 ne sont que des adaptations ou g!en!eralisations faciles de
r!esultats classiques de la th!eorie des blocs des alg"ebres de groupes ﬁnis.
Nous les !enonc¸ons et les d!emontrons pour la commodit!e du lecteur, et aﬁn
de fournir une r!ef!erence claire pour les travaux ult!erieurs.
Les parties 3 et 4 sont consacr!ees "a la d!etermination des blocs (familles)
des alg"ebres de Hecke des deux s!eries inﬁnies de groupes de r!eﬂexions qui
fournissent des ‘‘spets’’ (voir ci-dessus) : celles habituellement not!ees Gðd;
1; rÞ et Gðd; d; rÞ; la premi"ere g!en!eralisant les groupes de Weyl de type Ar et
Br (ou Cr), la deuxi"eme contenant les groupes de Weyl de type Dr et les
groupes di!edraux.
La partie 3 est consacr!ee aux alg"ebres de Hecke cyclotomiques ‘‘de Ariki-
Koike’’, i.e., aux alg"ebres de Hecke cyclotomiques des groupes CdwSr (dits
de type Gðd; 1; rÞ dans la notation de Shephard–Todd). Nous y obtenons en
particulier, gr#ace "a une conjecture de Graham et Lehrer (cf. [GrLe])
d!emontr!ee par Grojnowski [Gro], la g!en!eralisation suivante des familles de
Lusztig des alg"ebres spetsiales.
* Pour d ¼ 2; le groupe C2wSr est isomorphe "a un groupe de Weyl de
type Br (ou Cr). Ses caract"eres irr!eductibles sont param!etr!es par les 2-
partitions de r: "A toute 2-partition l de r; Lusztig associe son symbole, i.e.,
une paire de b-nombres des deux partitions constituant l; shift!es de sorte "a
ce que le premier des b-nombres ait un !el!ement de plus que le second.
Lusztig d!emontre alors que deux symboles d!eﬁnissent des caract"eres dans la
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(s’ils ont le m#eme ‘‘contenu’’). C’est ainsi que les 5 caract"eres du groupe
C2wS2 se r!epartissent en 3 familles de la fac¸on suivante.
* Pour d > 2; le groupe CdwSr n’est pas un groupe de Weyl. Ses
caract"eres irr!eductibles sont param!etr!es par les d-partitions de r: "A toute d-
partition l de r; Malle [Ma1] associe son d-symbole, i.e., le d-uple des b-
nombres des d partitions constituant l; shift!es de sorte "a ce tous les b-
nombres aient le m#eme nombre d’!el!ements, hormis le premier qui en a un de
plus que les autres. Nous d!emontrons ici que deux d-symboles d!eﬁnissent
des caract"eres dans le m#eme bloc de Rouquier de l’alg"ebre spetsiale de
CdwSr si et seulement si ils contiennent les m#eme familles d’entiers (s’ils ont
le m#eme ‘‘contenu’’). C’est ainsi que les 9 caract"eres du groupe C3wS2 se
r!epartissent en 4 familles de la fa-con suivante.
Il est "a noter que cette g!en!eralisation de la notion de familles de caract"eres
irr!eductibles d’un groupe de type Gðd; 1; rÞ est compatible avec les familles
de caract"eres unipotents mises en !evidence par Malle dans [Ma1]
(Appendice, Tableau I).
De mani"ere plus g!en!erale, nous traitons ici (cf. Th!eor"eme 3.16) le cas
d’une ‘‘alg"ebre cyclotomique’’ quelconque}qui couvre en particulier le cas
connu (pour les groupes de Weyl) sous le nom de ‘‘Hecke algebras with
unequal parameters’’.
Nos r!esultats permettent par exemple de d!ecrire les ‘‘familles’’ (blocs de
Rouquier) des deux alg"ebres cyclotomiques suivantes associ!ees au groupe
Gð3; 1; 2Þ ¼ C3wS2:
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relations
stst ¼ tsts;
ðs3  1Þ ¼ ðt qÞðtþ 1Þ ¼ 0;
(
* l’alg"ebre H03;2; engendr!ee par deux !el!ements s et t soumis aux
relations (ici nous posons z :¼ expð2pi=3Þ)
stst ¼ tsts;
ðs z2qÞðs q3Þðs zÞ ¼ ðt qÞðtþ 1Þ ¼ 0:
(
Les 9 caract"eres irr!eductibles du groupe C3wS2 se r!epartissent en ‘‘H3;2-
familles’’ et en ‘‘H03;2-familles’’ selon la description combinatoire fournie par
notre Th!eor"eme 3.16 ci-dessous.
* Il y a 3 ‘‘H3;2-familles’’, d!ecrites (cf. l’Appendice, Tableau II) par les
contenus des ‘‘symboles ordinaires’’ associ!es aux 3-partitions de 2.
* Il y a 7 ‘‘H03;2-familles’’, d!ecrites (cf. l’Appendice Tableau III) par les
contenus des ‘‘symboles charg!es’’ correspondant aux poids (1,3,0) associ!es
aux 3-partitions de 2.
Les groupes de r!eﬂexions complexes de la s!erie Gðd; d; rÞ peuvent #etre vus
comme g!en!eralisant les groupes de Weyl de type Dr (qui sont les groupes
Gð2; 2; rÞ), et les groupes di!edraux (Gðd; d; 2Þ est le groupe di!edral d’ordre
2d). Dans la derni"ere partie de ce m!emoire, nous d!eterminons les ‘‘familles’’
(blocs de Rouquier) des alg"ebres cyclotomiques des groupes Gðd; d; rÞ (cf.
Th!eor"eme 4.3).
On obtient ainsi en particulier (en consid!erant le cas des alg"ebres dites
‘‘spetsiales’’) une g!en!eralisation de la classiﬁcation de Lusztig des familles
des groupes de type Dr (qui appara#ıt ici comme une simple application de la
‘‘th!eorie de Clifford’’ des blocs), ainsi qu’une nouvelle d!emonstration de la
classiﬁcation des familles des groupes di!edraux obtenue
‘‘exp!erimentalement’’ par Lusztig [Lu3], puis par Malle et Rouquier par
!etude directe des ‘‘blocs de Rouquier’’ (cf. [MaRo]).
Dans le cas des groupes de Weyl et de leur alg"ebre de Hecke usuelle, les
familles de caract"eres peuvent #etre d!eﬁnies en utilisant l’existence des bases
de Kazhdan–Lusztig. Lusztig attache "a chaque caract"ere irr!eductible des
entiers not!es a et A; dont il d!emontre (cf. par exemple [Lu2], 3.3 et 3.4(e))
qu’ils sont constants sur les familles.
Pour les groupes Gðd; 1; rÞ et Gðd; d; rÞ et pour toutes leurs alg"ebres
cyclotomiques, on d!eﬁnit de mani"ere analogue des entiers a et A attach!es "a
chaque caract"ere irr!eductible. On d!emontre ici que les entiers a et A sont
constants sur les familles (ce que Malle [Ma1] avait d!ej"a constat!e pour le cas
particulier des alg"ebres ‘‘spetsiales’’). Un indice de plus de l’existence
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que les groupes de Coxeter, et pour toutes leurs alg"ebres cyclotomiques ?
1. BLOCS
1.A. Blocs : ge´ne´ralite´s
Soit O un anneau commutatif unitaire, et soit A une O-alg"ebre (munie
d’un !el!ement unit!e). On note ZA le centre de A:
Les blocs-idempotents de A (ou plus simplement les blocs de A) sont les
idempotents primitifs de ZA:
Remarque. Comme ZA s’identiﬁe aux endomorphismes de A-module-A
de A; on voit que les blocs de A sont en bijection avec les sous-A-modules-A
ind!ecomposables facteurs directs de A; i.e., les id!eaux bilat"eres ind!e-
composables facteurs directs de A:
Soit e un bloc de A: On munit le sous-O-module Ae de A des lois de
composition interne induites par celles de A; et Ae est alors une O-alg"ebre
d’!el!ement unit!e e: L’application
pe : A ! Ae; a/ae
est un morphisme surjectif d’alg"ebres.
Nous allons d!ecrire ci-dessous un certain nombre de situations dans
lesquelles l’!el !ement unit!e 1 de A est une somme de blocs.
Remarques pr!eliminaires : on suppose que 1 est une somme de blocs.
On !ecrit 1 comme une somme de blocs : 1 ¼Pe2E e:
1.1. Les blocs e 2 E sont mutuellement orthogonaux et l’ensemble E est
l’ensemble de tous les blocs de A:
En effet : Si e est un bloc et f un idempotent de ZA; ef et e ef sont aussi
des idempotents de ZA et on a e ¼ ef þ ðe  ef Þ; d’o "u on d!eduit (par
primitivit!e de e) que ef ¼ e ou ef ¼ 0: Il en r!esulte que si f est lui aussi un
bloc, alors e ¼ f ou ef ¼ 0; ce qui montre que deux blocs quelconques sont
orthogonaux. Si f est un bloc de A; on a f ¼Pe2E ef et il existe donc e 2 E
tel que e ¼ f :
On d!esigne dor!enavant par BlIdðAÞ l’ensemble (ﬁni) des blocs-idempo-
tents de A: On a donc 1 ¼Pe2BlIdðAÞ e:
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d’alg"ebres
A!	
Y
e2BlIdðAÞ
Ae:
Il en r!esulte que la cat!egorie Amod des A-modules est somme directe des
cat!egories associ!ees aux blocs :
Amod!	
M
e2BlIdðAÞ
Aemod:
En particulier, toute repr!esentation de la O-alg"ebre Ae d!eﬁnit (par
composition avec pe) une repr!esentation de A; dont on dit par abus de
langage qu’elle ‘‘appartient au bloc e’’.
Toute repr!esentation ind!ecomposable de A appartient "a un bloc et un
seul. Il en r!esulte que la d!ecomposition de 1 en somme de blocs d!eﬁnit des
partitions
IndðAÞ ¼ ’
[
e2BlIdðAÞ
IndðA; eÞ et IrrðAÞ ¼ ’
[
e2BlIdðAÞ
IrrðA; eÞ;
o "u l’on d!esigne par IndðAÞ (resp. IrrðAÞ) l’ensemble des classes d’isomor-
phismes de repr!esentations ind!ecomposables de A (resp. de repr!esentations
irr!eductibles de A), et par IndðA; eÞ (resp. IrrðA; eÞ) l’ensemble des !el!ements
de IndðAÞ (resp. IrrðAÞ) qui appartiennent "a e:
Premier cas : on suppose que 1 est somme d’une famille d’idempotents
orthogonaux primitifs de A:
Ce cas est celui, par exemple, o "u O est un corps (ou plus g!en!eralement un
anneau noeth!erien local complet) et o "u A est de type ﬁni sur O: Les
th!eor"emes de rel"evements des idempotents (cf. par exemple [Th, Chap. 1,
} 3]) permettent en effet dans ce cas de relever "a A une d!ecomposition de 1
en somme d’idempotents primitifs dans l’alg"ebre semi-simple A=JA (o "u
JA d!esigne ici le radical de Jacobson de A).
Posons 1 ¼Pi2P i; o "u
* chaque i 2 P est un idempotent primitif,
* si i; j 2 P; iaj; alors ij ¼ ji ¼ 0:
Consid!erons la relation d’!equivalence, not!ee B; d!eﬁnie sur P comme la
cl #oture sym!etrique et transitive de la relation ‘‘iAjaf0g’’. Ainsi ðiB jÞ si et
seulement si il existe i0; i1; . . . ; in 2 P avec i0 ¼ i; in ¼ j; et pour tout entier
k ð04konÞ; ikAikþ1af0g ou ikþ1Aikaf0g:
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eB :¼
P
i2B i: Alors l’application B/eB est une bijection de l’ensemble des
classes d’!equivalence de la relation B sur l’ensemble des blocs de A:
En particulier, on a 1 ¼PB2P=B eB et 1 est somme des blocs de A:
D!emonstration. Il est clair que 1 ¼PB2P=B eB:
* V!eriﬁons d’abord que, pour tout B 2 P=B; l’idempotent eB est
central. Soit a 2 A: D’apr"es la d!eﬁnition de la relation B; on a eBaeB0 ¼ 0 si
BaB0: Comme 1 ¼PB2P=B eB; on a : eBa ¼ eBaeB ¼ aeB:
* D!emontrons maintenant que, pour tout B 2 P=B; l’idempotent eB
est primitif dans ZA: Supposons que eB ¼ eþ f o "u e et f sont deux
idempotents orthogonaux de ZA: On a alors une partition B ¼ Be ’[Bf ; o "u
Be :¼ fi 2 B j ðie ¼ iÞg et Bf :¼ fj 2 B j ðjf ¼ jÞg: On constate alors que,
pour tout i 2 Be et tout j 2 Bf ; on a iAj ¼ ieAfj ¼ iAefj ¼ f0g; donc aucun
!el!ement de Be ne peut #etre en relation selon B avec un !el!ement de Bf : Ceci
implique, par exemple, que Bf ¼ | donc que f ¼ 0: ]
Blocs des alg"ebres de dimension ﬁnie sur un corps.
Ici on suppose que A est une alg"ebre de dimension ﬁnie sur un corps k; et
on renvoie le lecteur "a [Th, Chap. 1, }3], pour les r!esultats (utilis!es librement)
concernant les idempotents et leurs rel"evements.
Si i est un idempotent primitif de A; le A-module Pi :¼ Ai est un A-module
projectif ind!ecomposable. Si JA d!esigne le radical de Jacobson de A; le
radical du module Pi est JðPiÞ ¼ JAi; et le module Xi :¼ Pi=JðPiÞ est
irr!eductible.
1.4. Lemme. Soient i et j deux idempotents primitifs de A; non conjugu!es
par le groupe multiplicatif A (i.e., les modules Pi et Pj sont non isomorphes).
Les propri !et !es suivantes sont !equivalentes:
(i) iAjaf0g:
(ii) Le module projectif Pj a un facteur de composition isomorphe au
module irr!eductible Xi:
(iii) HomAðPi;PjÞaf0g:
Elles sont impliqu!ees par la propri !et!e
ð*Þ Ext1AðXj;XiÞaf0g:
Br"eve d!emonstration. (i) ) (ii): Soit x 2 iAj; xa0: On a alors un
morphisme non nul f : Pi ! Pj; y/yx (noter que yx 2 AiAjDPj), dont
le noyau est contenu dans l’unique sous-module maximal JðPiÞ de Pi: Ainsi,
fðPiÞ=fðJðPiÞÞ; qui est isomorphe "a Xi; est un facteur de composition de Pj:
(ii) ) (iii): Puisque Xi est facteur de composition de Pj; il existe deux
sous-modules R  Q de Pj tels que Q=R ’ Xi: Par projectivit!e de Pi; la
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qu’il existe un morphisme non nul de Pi dans Pj:
(iii) ) (i): Cela r!esulte du fait que l’application iAj ! HomAðPi;PjÞ;
x/ðy/yxÞ; est un isomorphisme de k-espaces vectoriels.
(*) ) (ii): Supposons que Ext1AðXj;XiÞaf0g; i.e., il existe une suite
exacte non scind!ee
0! Xi !i Q!p Xj ! 0:
Par projectivit!e de Pj; il existe un morphisme f : Pj ! Q tel que la
surjection naturelle Pj ! Xj se factorise en Pj !f Q!p Xj: Comme la suite
exacte ci-dessus est non scind!ee, l’image de f ne peut #etre isomorphe "a Xj;
d’o "u il r!esulte que f est surjective et par cons!equent Xi est un facteur de
composition de Pj: ]
1.5. Lemme. Soient i et j deux idempotents primitifs de A non con-
jugu !es par A: Si Xi est facteur de composition de Pj; il existe une suite
Y0;Y1; . . . ;Yn avec Y0 ¼ Xi;Yn ¼ Xj et Ext1AðYlþ1;YlÞaf0g pour 04lon:
D!emonstration. Pour tout entier positif r; posons JrA :¼ ðJAÞr; et PðrÞj :
¼ ðJr1AÞPj=ðJrþ1AÞPj: Le socle SocðPðrÞj Þ de PðrÞj est ðJrAÞPj=ðJrþ1AÞPj;
alors que sa t#ete HdðPðrÞj Þ est ðJr1AÞPj=ðJrAÞPj:
Supposons que Xi est un facteur de composition de Pj: Il existe alors un
entier r > 0 tel que Xi est facteur de composition de SocðPðrÞj Þ: Donc il existe
un A-module irr!eductible X ; facteur de composition de HdðPðrÞj Þ; et tel
que Ext1AðX ;XiÞaf0g: En r!eit!erant le raisonnement, on en d!eduit
le Lemme 1.5. ]
La proposition suivante r!esulte imm!ediatement des deux lemmes
pr!ec!edents et de l’assertion 1.3.
1.6. Proposition. Soient X et Y deux A-modules irr !eductibles, d’enve-
loppes projectives respectives P et Q: Les assertions suivantes sont
!equivalentes.
(i) X et Y appartiennent au m #eme bloc de A:
(ii) P et Q appartiennent au m #eme bloc de A:
(iii) Il existe une suite finie X0;X1; . . . ;Xn de A-modules irr!eductibles
telle que X0 ¼ X et Xn ¼ Y ; et pour tout entier l (04lon), on a Ext1AðXl ;
Xlþ1Þaf0g ou Ext1AðXlþ1;XlÞaf0g:
(iv) Il existe une suite finie P0;P1; . . . ;Pm de A-modules projectifs
ind !ecomposables telle que P0 ¼ P et Pm ¼ Q; et pour tout entier l (04lon),
Pl et Plþ1 ont un facteur de composition commun.
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dimension ﬁnie sur un corps k:
* On suppose que Z est d!eploy!ee, i.e., Z=JZ est isomorphe "a un
produit d’alg"ebres toutes isomorphes "a k: On note MorðZ; kÞ l’ensemble des
morphismes d’alg"ebres de Z dans k (‘‘caract"eres lin!eaires’’ de Z). Ainsi
MorðZ; kÞ est un ensemble de cardinal dimk Z=JZ:
* Pour y 2MorðZ; kÞ; il existe un et un seul bloc-idempotent ey de Z
tel que yðeyÞa0; et on a alors yðeyÞ ¼ 1: Les th!eor"emes de rel"evement des
idempotents via la surjection naturelle Z ! Z=JZ (cf. [Th, Chap. 1, }3])
montrent que
1.7. l’application y/ey est une bijection.
Soit maintenant A une alg"ebre de dimension ﬁnie sur un corps k: On
suppose que la k-alg"ebre semi-simple A=JA est d!eploy!ee.
Soit Z une sous-alg"ebre du centre ZA de A: Comme ZA est d!eploy!ee, il
en est de m#eme de Z:
Les blocs de Z sont des idempotents de ZA; donc sont des sommes de
blocs de A:
Soit X un A-module ind!ecomposable, et soit rX : A ! HomkðX ;XÞ le
morphisme structurel.
* On dit que X est quasi-irr!eductible si, pour tout z 2 Z; rX ðzÞ est la
multiplication par un scalaire, not!e yX ðzÞ (c’est le cas si X est un A-module
irr!eductible). L’application yX : Z ! k est alors un caract"ere lin!eaire de Z:
* Si e est un bloc de Z; on dit que X ‘‘appartient "a e’’ si e induit
l’identit!e sur X :
La proposition suivante est imm!ediate gr#ace "a 1.7.
1.8. Proposition. Soient X et Y deux A-modules quasi-irr !eductibles. Les
assertions suivantes sont !equivalentes:
(i) X et Y appartiennent au m #eme bloc de Z;
(ii) yX ¼ yY :
Deuxi"eme cas : on suppose que ZA est une sous-alg"ebre d’une alg "ebre
commutative C o "u 1 est somme de blocs.
Ce cas est celui, par exemple, o "u A est de type ﬁni sur O; et o "u O est un
anneau int"egre, de corps de fractions not!e F : on pose alors FA :¼
F O A; et pour alg"ebre C on choisit le centre ZFA de l’alg"ebre FA:
On pose 1 ¼Pe2E e o "u E est l’ensemble des blocs de C: Pour tout SDE; on
pose eS :¼
P
e2S e:
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ZA; alors S \ T est sur ZA:
1.9. D!esignons par PEðZAÞ l’ensemble des parties non vides B de E
qui sont sur ZA et sont minimales pour ces deux propri !et!es. Alors l’application
PEðZAÞ ! A;B/eB est une bijection de PEðZAÞ sur l’ensemble BlIdðAÞ des
blocs de A: On a 1 ¼PB2PEðZAÞ eB:
D!emonstration. Comme tout idempotent de C (donc en particulier tout
idempotent de ZA) est de la forme eS pour SDE; il est clair que pour tout
B 2 PEðZAÞ; les idempotents eB sont primitifs dans ZA: Il sufﬁt donc de
d!emontrer les propri!et!es suivantes:
(1) Si B et B0 sont deux !el!ements distincts de PEðZAÞ; ils sont disjoints.
(2) PEðZAÞ constitue une partition de E:
En effet, les deux propri!et!es pr!ec!edentes se traduisent comme suit en
termes d’idempotents :
(1) Si B et B0 sont deux !el!ements distincts de PEðZAÞ; eB et eB0 sont
orthogonaux.
(2) 1 ¼PB2PEðZAÞ eB:
D!emontronsles.
(1) On a eBeB0 ¼ eB\B0 ; donc B \ B0 ¼ | puisque B et B0 sont
minimales.
(2) Pour d!emontrer que PEðZAÞ constitue une partition de E; il sufﬁt
de d!emontrer que
S
B2PEðZAÞ B ¼ E: Supposons que
S
B2PEðZAÞ B ¼ F (o "u
FDE).
Comme eF ¼
P
B2PEðZAÞ eB; on voit que eF 2 ZA: Donc 1 eF 2 ZA:
Mais on a 1 eF ¼ eE=F d’o "u il r!esulte que E=F est sur ZA: Si E=Fa|; E=F
contient un !el!ement de PEðZAÞ; ce qui est contradictoire avec la d!eﬁnition
de F: On a donc bien F ¼ E: ]
Dans la suite de ce paragraphe, on d!esigne par
* O un anneau commutatif int"egre, de corps des fractions F ;
* K un corps, extension de F ;
* A une O-alg"ebre, qui est libre et de rang ﬁni comme O-module.
On suppose que la K-alg"ebre KA obtenue en !etendant les scalaires de O "a K
(ainsi, KA :¼ K O A) est semi-simple.
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simples :
KA ’
Y
w2IrrðKAÞ
Mw;
o "u l’on d!esigne par IrrðKAÞ l’ensemble des caract"eres irr!eductibles de la K-
alg"ebre KA; et o "u Mw est une K-alg"ebre simple.
Pour tout w 2 IrrðKAÞ; on note pw : A ! Mw la projection sur le w-i"eme
facteur et on note ew l’!el!ement de KA tel que
pw0 ðewÞ ¼
1Mw ; si w ¼ w0;
0; si waw0:
(
Ainsi, les ew sont des idempotents primitifs du centre ZKA de l’alg"ebre KA
(en d’autres termes, ce sont les blocs de KA).
Le th!eor"eme suivant r!esulte imm!ediatement des propri!etes 1.1 et 1.9 ci-
dessus.
1.10. Th!eor"eme.
(1) On a
1 ¼
X
w2IrrðKAÞ
ew
et l’ensemble fewgw2IrrðKAÞ est l’ensemble de tous les idempotents primitifs de
ZKA:
(2) Il existe une unique partition BlðAÞ de IrrðKAÞ :
IrrðKAÞ ¼ ’
[
B2BlðAÞ
B
telle que
(a) Pour chaque B 2 BlðAÞ; l’idempotent eB :¼
P
w2B ew est un idempo-
tent primitif du centre ZA de A:
(b) On a 1 ¼PB2BlðAÞ eB et, pour tout idempotent e de ZA il existe un
sous-ensemble BlðA; eÞ de BlðAÞ tel que
e ¼
X
B2BlðA;eÞ
eB:
En particulier, l’ensemble feBgB2BlðAÞ est l’ensemble de tous les blocs de
ZA:
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* Si w 2 B pour B 2 BlðAÞ; on dit par abus de langage que ‘‘w
appartient au bloc eB’’.
* Pour e un idempotent de ZA; on note IrrðKA; eÞ l’ensemble des w 2
IrrðKAÞ tels que eewa0: Ainsi, on a
e ¼
X
w2IrrðKA;eÞ
ew
et en particulier IrrðKA; eBÞ ¼ B:
* Les alg"ebres AeB (noter que AeB a eB comme !el!ement unit!e) sont
appel!ees les ‘‘alg"ebres-blocs’’ de A (ou parfois simplement les blocs – noter
alors la confusion possible avec l’idempotent eB ou l’ensemble de caract"eres
B !). On a
KAeB ’
Y
w2B
Mw:
Exemple (alg"ebre d’un groupe ﬁni sur Z). Soient O ¼ Z et A ¼ ZG o "u G
est un groupe ﬁni. L’alg"ebre ZG n’a qu’un bloc (donc, l’!el!ement 1).
Plus g!en!eralement (cf. [Ro]), dans un anneau bas!e, les idempotents
centraux associ!es aux cellules bilat"eres sont les blocs de l’anneau bas!e.
1.11. On fait dor!enavant les hypoth "eses suivantes.
(int) L’anneau O est noeth!erien et int!egralement clos, de corps des
fractions F ; et A est une O-alg "ebre qui est libre et de rang fini comme O-
module.
(dep) Le corps K est une extension galoisienne de F de degr !e fini, et
l’alg "ebre KA est semi-simple d!eploy !ee.
On note OK la cl #oture int!egrale de O dans K :
Descente galoisienne. Le groupe GalðK=FÞ op"ere sur la F -alg"ebre
KA ¼ K O A : pour s 2 GalðK=FÞ et l a 2 K O A; on pose
sðl aÞ :¼ sðlÞ  a:
Si V est un K-espace vectoriel et si s 2 GalðK=FÞ; on note sV le K-espace
vectoriel d!eﬁni sur le groupe additif V en posant l:v :¼ sðlÞv pour tous
l 2 K et v 2 V : Si r : KA ! EndðVÞ est une repr!esentation de la K-alg"ebre
KA; sa compos!ee avec l’op!eration de s:
KA!s KA!r EndðVÞ
est alors une repr!esentation not!ee sr : KA ! EndðsVÞ: Il en r!esulte que le
groupe GalðK=FÞ op"ere sur IrrðKAÞ : pour s 2 GalðK=FÞ et w 2 IrrðKAÞ
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IrrðKAÞ (le caract"ere de la repr!esentation sr).
L’op!eration de GalðK=FÞ sur l’anneau KA induit une op!eration de ce
groupe sur l’ensemble des idempotents de ZKA; et on a
sðewÞ ¼ esw pour tous s 2 GalðK=FÞ; w 2 IrrðKAÞ:
Le groupe GalðK=FÞ op"ere ainsi sur l’ensemble des idempotents de
ZOK A; donc sur l’ensemble des blocs de OK A: Comme F \ OK ¼ O;
les idempotents de ZA sont les idempotents de OK A qui sont ﬁxes par
GalðK=FÞ: Il en r!esulte que les idempotents primitifs de ZA sont les
sommes des !el!ements des orbites de GalðK=FÞ agissant sur l’ensemble
des idempotents primitifs de ZOK A: Les blocs de A sont donc en bijection
avec les orbites de GalðK=FÞ sur l’ensemble des blocs de OK A: La
proposition suivante est juste une reformulation de ce r!esultat.
1.12. Proposition. (1) Soit B un bloc de A; soit B0 un bloc de
OK A contenu dans B; et soit GalðK=FÞB0 le fixateur de B0 dans GalðK=FÞ:
On a
B ¼
[
s2GalðK=FÞ=GalðK=FÞB0
sðB0Þ ou encore eB ¼
X
s2GalðK=FÞ=GalðK=FÞB0
sðeB0 Þ:
(2) Deux !el !ements w et w0 de IrrðKAÞ sont dans le m#eme bloc de A si et
seulement si il existe s 2 GalðK=FÞ tel que s  w et w0 appartiennent au m #eme
bloc de OK A:
Remarque. Pour tout w 2 B0; on a GalðK=FÞwDGalðK=FÞB0 :
L’assertion (2) de la proposition pr!ec!edente permet de ramener la
question de la classiﬁcation des !el!ements de IrrðKAÞ en blocs de A "a celle de
leur classiﬁcation en blocs de OK A:
1.B. Blocs et ide´aux maximaux
Nous nous plac¸ons dans ce qui suit dans le cadre des Hypoth"eses 1.11.
D!esignons par SpecmaxðOÞ l’ensemble des id!eaux maximaux de O: Pour
chaque p 2 SpecmaxðOÞ; on note Op le localis!e de O en p : si F d!esigne le
corps des fractions de O; l’anneau Op est le sous-anneau de F d!eﬁni par
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O ¼
\
p2SpecmaxðOÞ
Op:
En effet, pour tout x 2 F ; soit ðO : xÞ l’id!eal de O d!eﬁni par ðO : xÞ :¼
fa 2 O j ðax 2 OÞg: Il est clair que
* x 2 O si et seulement si ðO : xÞ ¼ O;
* x 2 Op si et seulement si ðO : xÞJ p:
Ainsi si x =2 O; il existe p 2 SpecmaxðOÞ tel que ðO : xÞDp; donc x =2 Op:
Soit p 2 SpecmaxðOÞ: On pose OpA :¼ Op O A: Pour w; w0 2 IrrðKAÞ; on
note
w 	p w0
la relation d’!equivalence d!eﬁnie par l’appartenance de w et w0 au m#eme bloc
de l’alg"ebre OpA:
1.13. Proposition. Pour w; w0 2 IrrðKAÞ; w et w0 sont dans le m #eme bloc
de A si et seulement si il existe une suite finie w0; w1; . . . ; wn d’!el!ements de
IrrðKAÞ et une suite finie p0; p1; . . . ; pn1 d’!el!ements de SpecmaxðOÞ telles que
* w0 ¼ w et wn ¼ w0;
* pour tout j ð04jonÞ; wj 	pj wjþ1:
D !emonstration. D!esignons par 	 la relation d’!equivalence sur IrrðKAÞ
d!eﬁnie comme la cl #oture de la relation ‘‘il existe p 2 SpecmaxðOÞ tel que
w 	p w0’’. Ainsi, on doit d!emontrer que w 	 w0 si et seulement si w et w0
appartiennent au m#eme bloc de A:
* D!emontrons que la relation 	 est plus ﬁne que la relation ‘‘#etre dans
le m#eme bloc de A’’ (i.e., les blocs sont unions de classes d’!equivalences de
	). Pour cela, il sufﬁt de d!emontrer que, pour tout p 2 SpecmaxðOÞ; la
relation 	p est plus ﬁne que la relation ‘‘#etre dans le m#eme bloc de A’’. Or les
classes d’!equivalence de 	p sont les sous-ensembles minimaux C de IrrðKAÞ
tels que
P
w2C ew 2 OpA: Comme les blocs de A sont des ensembles B tels
que
P
w2B ew 2 A; on voit bien que les blocs de A sont des unions de blocs de
OpA; i.e., des unions de classes d’!equivalence de 	p :
* D!emontrons qu’inversement la relation ‘‘#etre dans le m#eme bloc de
A’’ est plus ﬁne que la relation 	 : Soit B une classe d’!equivalence de 	 :
D!emontrons que
P
w2B ew 2 A: Par d!eﬁnition de la relation 	; pour tout
p 2 SpecmaxðOÞ; B est union de classes d’!equivalences de la relation 	p;
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d!eduit
P
w2B ew 2 A; ce qui montre bien que B est union de blocs de A: ]
Il r!esulte des hypoth"eses 1.11 que, pour tout p 2 SpecmaxðOÞ; l’anneau Op
est noeth!erien (cf. par exemple [Ei, 2.3]) et int!egralement clos (cf. par
exemple [Ei, 4.13]). De m#eme, l’anneau OK est noeth!erien et int!egralement clos.
D’autre part, puisque O est noeth!erien, le centre ZA de A est de type ﬁni
sur O; donc form!e d’!el!ements entiers sur O: De m#eme, pour tout p 2
SpecmaxðOÞ; le centre ZOpA de OpA est de type ﬁni sur Op:
Blocs et blocs r!esiduels.
Si p est un id!eal maximal de O; on note kp :¼ O=p son corps r!esiduel, et
pp : O! kp la surjection naturelle. On d!esigne encore par pp : Op ! kp son
extension au localis!e de O en p; qui se prolonge en un morphisme encore
not!e pp : OpA ! kpA; lequel induit un morphisme
pp : ZOpA ! ZkpA:
Aux Hypoth"eses 1.11,
1.14. on ajoute dor!enavant l’hypoth "ese suivante.
(ded) L’anneau O est un anneau de Dedekind.
Il en r!esulte que, pour tout id!eal maximal p de O; l’anneau local Op est un
anneau de valuation discr"ete.
[Pour tous les r!esultats sur les anneaux de Dedekind utilis!es ici sans
r!ef!erence, on peut se reporter, par exemple, "a [Se], Premi"ere partie.]
La d!emonstration du r!esultat suivant est essentiellement due "a Dade (cf.
[Da, 1.12]).
1.15. Proposition. Le morphisme
pp : ZOpA ! ZkpA
induit une bijection de l’ensemble des blocs de OpA sur l’ensemble des blocs
de kpA:
D!emonstration. En appliquant le morphisme pp "a la relation 1 ¼P
e2BlIdðOpAÞ e; on constate que l’image par pp de la famille des blocs de
OpA est une famille d’idempotents mutuellement orthogonaux et de somme
1 dans ZkpA: Il sufﬁt donc de d!emontrer que l’image par pp d’un bloc de
OpA est un idempotent primitif dans ZkpA:
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O ¼ Op: On pose k :¼ kp: De plus, quitte "a remplacer l’alg"ebre OA par une
alg"ebre-bloc, on peut supposer que 1 est un bloc (ce que nous faisons
dor!enavant). Nous devons alors d!emontrer que 1 est primitif dans ZkpA:
Soit #K le compl!et!e du corps des fractions K de O pour la topologie d!eﬁnie
par la valuation de O: On sait que #K est un corps valu!e, dont la valuation
prolonge celle de K : L’anneau de valuation de #K; not!e #O; est le compl!et!e p-
adique de O: L’anneau #O est un anneau de valuation discr"ete de corps des
fractions #K ; et on a #O \ K ¼ O:
On pose #A :¼ #OO A: On sait (cf. par exemple [Ei, 7.2]) que #A est le
compl!et!e pA-adique de A: Comme A est un O-module libre de rang ﬁni, #A
est un #O-module libre : toute base de A sur O est aussi une base de #A sur #O: Il
en r!esulte en particulier que
* A s’identiﬁe naturellement "a un sous-anneau de #A;
* Z #A \ A ¼ ZA;
* #A \ KA ¼ A:
Comme KA est semi-simple d!eploy!ee, les idempotents de Z #A (qui
appartiennent a priori "a LA o "u L est une extension de degr!e ﬁni du corps des
fractions de #O) appartiennent tous "a ZKA; donc "a ZA: Donc 1 est aussi un
idempotent primitif dans Z #A:
Il s’ensuit que l’on peut supposer (ce que nous faisons dor!enavant) que O
est complet (donc A ¼ #A).
Raisonnons par l’absurde et supposons que 1 ne soit pas primitif dans
ZkpA: Ainsi il existe un idempotent non nul %e 2 ZkpA; diff!erent de 1.
D’apr"es les th!eor"emes de rel"evement des idempotents (cf. par exemple [Fe,
12.4]), il existe un idempotent e de A d’image %e par pp: Le lemme suivant
d!emontre que e est central, et !etablit donc la contradiction cherch!ee.
1.16. Lemme. Soit O un anneau noeth!erien local d’unique id!eal maximal p
et de corps r!esiduel k: Soit A une O-alg"ebre qui est un O-module de type fini.
Soit e un idempotent de A dont l’image dans kA est centrale. Alors e est
central.
D!emonstration. Comme %e est central, on a
%ekAð1 %eÞ ¼ ð1 %eÞkA%e ¼ f0g; i:e:; eAð1 eÞDpA et ð1 eÞAeDpA:
Puisque e et ð1 eÞ sont des idempotents, on en d!eduit que
eAð1 eÞDpeAð1 eÞ et ð1 eÞAeDpð1 eÞAe:
Le lemme de Nakayama implique alors que
eAð1 eÞ ¼ ð1 eÞAe ¼ f0g:
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d’o "u on d!eduit alors
A ¼ eAe  ð1 eÞAð1 eÞ;
ce qui implique imm!ediatement que e est central. ]
Blocs et morphismes centraux. Comme l’application pw : A ! Mw d!eﬁnit
par restriction un morphisme ow : ZKA ! K ; on voit alors que sa
restriction "a ZA d!eﬁnit un morphisme
ow : ZA ! OK :
Le r!esultat suivant permet de caract!eriser les blocs de OK A en termes des
morphismes ow:
1.17. Th!eor"eme. Supposons K ¼ F : Deux !el!ements w; w0 2 IrrðKAÞ ap-
partiennent au m#eme bloc de A si et seulement si il existe une suite finie
w0; w1; . . . ; wn d’!el !ements de IrrðKAÞ et une suite finie p0; p1; . . . ; pn1
d’!el!ements de SpecmaxðOÞ telles que
* w0 ¼ w et wn ¼ w0;
* pour tout j ð04jonÞ; owj  owjþ1 mod pj:
D !emonstration. D’apr"es la proposition 1.13, il sufﬁt de d!emontrer que,
pour tout p 2 SpecmaxðOÞ; on a
ðw 	p w0Þ , ðow  ow0 Þmod p:
Pour cela, on remplace O par Op; et il sufﬁt alors de d!emontrer la
proposition suivante, cas particulier du Th!eor"eme 1.17 dans le cas o "u O est
local.
1.18. Proposition. On suppose l’anneau O de valuation discr "ete, on note
p son unique id !eal maximal, et on suppose K ¼ F : Alors deux caract "eres
irr!eductibles w et w0 de KA sont dans le m #eme bloc de A si et seulement si, pour
tout a 2 ZA; on a
owðaÞ  ow0 ðaÞmod p:
D !emonstration. Supposons que w appartient au bloc B; d’idempotent
eB 2 ZA; et que w0 appartient au bloc B0; d’idempotent eB0 2 ZA:
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On voit donc bien que si BaB0; on a
owðeBÞcow0 ðeBÞmod p:
Supposons maintenant que B ¼ B0: En remplac¸ant l’alg"ebre A par
l’alg"ebre AeB; on se ram"ene au cas o "u 1 est un idempotent primitif de ZA:
Nous devons d!emontrer, sous cette hypoth"ese suppl!ementaire, que tous les
morphismes d’alg"ebres o : ZA ! O d!eﬁnissent, par r!eduction modulo p; le
m#eme morphisme %o : ZA ! O=p:
Posons k :¼ O=p: On sait (cf. ci-dessus 1.15) que 1 est un bloc de kA: Il y a
donc (cf. ci-dessus 1.7) un seul morphisme d’alg"ebres ZkA ! k; ce qui
montre bien que tous les morphismes o : ZA ! O d!eﬁnissent le m#eme
morphisme %o : ZA ! O=p: ]
1.C. Cas des alg "ebres sym !etriques
1.19. On fait dor !enavant les hypoth "eses suivantes.
(int) L’anneau O est noeth!erien et int!egralement clos, de corps des
fractions F ; et A est une O-alg "ebre qui est libre et de rang fini comme O-
module.
(sym) La O-alg"ebre A est sym !etrique, munie d’une forme sym !etrisante t;
i.e., une forme lin!eaire t: A ! O telle que le morphisme
#t : A ! HomOðA;OÞ; a/ðx/#tðaÞðxÞ :¼ tðaxÞÞ
est un isomorphisme (de ðA;AÞ-bimodules, ou ‘‘A-modules-A’’).
Notation: Pour tout id!eal maximal p de O; on pose kp :¼ Op=pOp: Si q est
un id!eal maximal de OK au-dessus de p (i.e., q \ O ¼ p), on pose kq :¼ OK=q:
Le corps kq est une extension de degr!e ﬁni de kp:
On sait (cf. par exemple [GePf, 7.3.8] ou encore [BMM2, 7.1]) que pour
tous w 2 IrrðKAÞ et a 2 OK A; on a wðaÞ 2 OK : On note alors %wq : OK A ! kq
l’application obtenue par composition avec la surjection canonique de OK
sur kq:
!El!ement de Casimir. Puisque A est un O-module libre de type ﬁni,
l’application naturelle
HomOðA;OÞ O A!	 HomOðA;AÞ induite par j a/ðx/jðxÞaÞ
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A O A!	 HomOðA;OÞ  A; a b/#tðaÞ  b;
on obtient un isomorphisme
AO A!	 HomOðA;AÞ:
On d!esigne par CA;t (ou plus simplement par CA) et on appelle !el!ement
de Casimir de ðA; tÞ l’image r!eciproque de IdA par l’isomorphisme
ci-dessus.
Exemple. Dans le cas o "u O ¼ Z et A ¼ ZG (G un groupe ﬁni), on a
CZG ¼
P
g2G g
1  g:
Pour la commodit!e du lecteur, nous rappelons bri"evement les premi"eres
propri!et!es de l’!el!ement de Casimir (pour un traitement plus d!etaill!e, on peut
se reporter "a [Bro,GePf, Chap. 7; GeRo, BMM2, Appendix]).
1.20. Lemme. Soit I un ensemble fini, et soient ðeiÞi2I et ðe0iÞi2I deux
familles d’!el !ements de A index !ees par I : Par d!efinition de l’!el!ement de Casimir,
les propri !et!es suivantes sont !equivalentes:
(i) CA ¼
P
i2I e
0
i  ei:
(ii) Pour tout a 2 A; on a a ¼Pi tðae0iÞei:
On introduit aussi l’image cA de CA par le morphisme de multiplication
A  A ! A: Ainsi, si CA ¼
P
i2I e
0
i  ei; on a
cA ¼
X
i
e0iei:
Remarque. Si ðeiÞi2I est une base de A sur O; et si ðe0iÞi2I est la base duale
(d!eﬁnie par la condition tðeie0i0 Þ ¼ di;i0 ), alors CA ¼
P
i2I e
0
i  ei:
Dans tout ce qui suit, on suppose que I est un ensemble ﬁni, et ðeiÞi2I et
ðe0iÞi2I sont deux familles d’!el!ements de A index!ees par I ; tels que
CA ¼
X
i2I
e0i  ei:
La caract!erisation 1.20 permet de d!emontrer (cf. aussi [BMM2, 7.9] les
propri!et!es suivantes de l’!el!ement de Casimir.
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(2) On a
P
i e
0
i  ei ¼
P
i ei  e0i; et aCA ¼ CAa pour tout a 2 A: On a
cA 2 ZA:
(3) Pour tout a 2 A; on a
a ¼
X
i
tðae0iÞei ¼
X
i
tðaeiÞe0i ¼
X
i
tðe0iÞeia ¼
X
i
tðeiÞe0ia:
Si t : A ! O est une forme lin!eaire, on note t_ l’!el!ement de A d!eﬁni par la
condition
tðt_aÞ ¼ tðaÞ pour tout a 2 A:
On a alors (cf. par exemple [BMM2, 7.10]):
1.22. Lemme. (1) t est une forme centrale (i.e., tðaa0Þ ¼ tða0aÞ pour tous
a; a0 2 A) si et seulement si t_ 2 ZA:
(2) On a t_ ¼Pi tðe0iÞei ¼Pi tðeiÞe0i; et plus g!en!eralement, pour tout
a 2 A; on a t_a ¼Pi tðe0iaÞei ¼Pi tðeiaÞe0i:
Notons wreg le caract"ere de la repr!esentation r!eguli"ere de A; i.e., la forme
lin!eaire sur A d!eﬁnie par
wregðaÞ :¼ trA=OðlaÞ
o "u la : A ! A; x/ax; est l’endomorphisme de multiplication "a gauche
par a:
1.23. Proposition. Pour tout a 2 A; on a
wregðaÞ ¼ tðacAÞ; ou encore w_reg ¼ cA:
D !emonstration. La propri!et!e caract!eristique de l’!el!ement de Casimir CA
montre que, par l’isomorphisme An  A!	 HomOðA;AÞ; l’endomorphisme
la correspond "a
P
i2I #tðe0iaÞ  ei: Il en r!esulte que la trace de la est
trðlaÞ ¼
X
i2I
#tðe0iaÞðeiÞ ¼
X
i2I
tðe0iaeiÞ ¼ tðcAaÞ: ]
!El !ement de Casimir et projectivit!e. Soit V un A-module, suppos!e projectif
comme O-module (ainsi, le morphisme naturel HomOðV ;OÞ O V !
BROUE´ ET KIM74HomOðV ;VÞ est un isomorphisme). Le morphisme de A-modules
tV :
HomAðV ;AÞ ! HomOðV ;OÞ;
f/t  f;
(
est un isomorphisme, d’inverse le morphisme t1V : HomOðV ;OÞ !
HomAðV ;AÞ d!eﬁni par la condition
8a 2 A; v 2 V ; c 2 HomOðV ;OÞ; cðavÞ ¼ tðat1V ðcÞðvÞÞ:
Il en r!esulte que le morphisme naturel HomAðV ;AÞ O V ! HomAðV ;VÞ
se factorise de la fac¸on suivante
HomAðV ;AÞ O V !	 HomOðV ;OÞ O V !	 HomOðV ;VÞ!HV HomAðV ;VÞ
o "u l’application HV est d!eﬁnie par la formule suivante:
HV ðaÞðvÞ :¼
X
i2I
e0iaðeivÞ:
1.24. Proposition. Soit V un A-module qui est un O-module projectif de
type fini. Le A-module V est projectif si et seulement si l’image de l’application
HV :
HomOðV ;VÞ ! HomAðV ;VÞ;
a/
P
i2I
e0iaðeivÞ;
8<
:
contient l’identit!e de V :
D!emonstration. On sait en effet que V est projectif comme A-module si
et seulement si le morphisme naturel HomAðV ;AÞ O V ! HomAðV ;VÞ
atteint l’identit!e de V : ]
!El!ements de Schur. Suivant [GePf, } 7.2] (cf. aussi [GeRo, BMM2,
Appendix]), pour tout w 2 IrrðKAÞ on appelle !el !ement de Schur de w relatif "a
t et on note sw l’!el!ement de OK d!eﬁni par
sw :¼ owðw_Þ: ð1:25Þ
Exemple. Dans le cas o "u O ¼ Z; A ¼ ZG (G un groupe ﬁni), et t est la
forme naturelle sur ZG; on a sw ¼ jGjwð1Þ: Il est "a noter que, dans le cas g!en!eral
trait!e ici et contrairement au cas d’une alg"ebre de groupe, les !el!ements de
Schur n’appartiennent pas n!ecessairement "a O (voir par exemple le cas de
l’alg"ebre de Hecke g!en!erique d’un groupe de Weyl de type G2 cit!e plus loin,
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pas "a O).
Aux Hypoth"eses 1.19, nous ajoutons dor!enavant l’hypoth"ese suivante.
1.26. (dep) Le corps K est une extension galoisienne de F de degr!e fini, et
l’alg "ebre KA est semi-simple d!eploy !ee.
Les propri!et!es suivantes des !el!ements de Schur se d!eduisent facilement des
!enonc!es 1.21, 1.22 et 1.23 ci-dessus (cf. aussi [Bro,Ge,GePf,GeRo, BMM2,
Appendix]).
1.27. Proposition.
(sch1) On a t ¼Pw2IrrðKAÞ 1sw w:
(sch2) Pour tout w 2 IrrðKAÞ; l’idempotent primitif de ZKA associ !e "a w
est
ew ¼ 1
sw
w_ ¼ 1
sw
X
i2I
wðe0iÞei:
(sch3) Pour tout w 2 IrrðKAÞ; on a
swwð1Þ ¼
X
i
wðe0iÞwðeiÞ et swwð1Þ2 ¼ w
X
i
e0iei
 !
:
Les blocs de A sont alors caract!eris!es de la fac¸on suivante.
1.28. Proposition. Les blocs de A sont les sous-ensembles non vides B de
IrrðKAÞ minimaux pour la condition
X
w2B
1
sw
wðaÞ 2 O pour tout a 2 A:
Avec les notations ci-dessus, pour tout s 2 GalðK=FÞ; on a
sðewÞ ¼ 1sðswÞ
X
i2I
sðwðe0iÞÞei;
d’o "u
sðewÞ ¼ esw et sðswÞ ¼ ssw:
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m#eme orbite sous GalðK=FÞ’’. On pose
eFw :¼
X
w0	F w
ew0 :
Il est clair que eFw est un idempotent primitif de ZFA; et on a
eFw ¼
X
i2I
X
s
1
sðswÞ sðwðe
0
iÞÞei
o "u s parcourt un syst"eme de repr!esentants des classes de GalðK=FÞ modulo
le ﬁxateur de w:
Blocs de d!efaut nul.
D!efinition. Soit p un id!eal maximal de O et soit w 2 IrrðKAÞ: On dit
que w est de p-d!efaut nul si, pour tout id!eal maximal q de OK au-dessus de p;
on a sw =2 q:
1.29. Lemme. Soit p un id!eal maximal de O et soit w 2 IrrðKAÞ un
caract "ere de p-d!efaut nul. Alors l’idempotent eFw est un bloc de OpA:
D!emonstration. Posons ðOKÞp :¼ fls j ðl 2 OKÞðs 2 O pÞg: L’ensemble
des id!eaux maximaux de ðOKÞp est l’ensemble des id!eaux de la forme
qðOKÞp o "u q est un id!eal maximal de OK au-dessus de p: Il en r!esulte queT
qpðOKÞq ¼ ðOKÞp; donc que F \
T
qpðOKÞq ¼ Op:
Si w est de p-d!efaut nul, il en est de m#eme de s  w pour tout s 2
GalðK=FÞ: Il en r!esulte donc que, pour tout id!eal maximal q de OK au-
dessus de p; on a eFw 2 ðOKÞqA \ FA; et par suite on a eFw 2 OpA: ]
Remarque. Nous ignorons si la r!eciproque de l’!enonc!e de 1.29 est vraie.
Cependant, en supposant que K ¼ F et que le morphisme naturel ZOpA !
ZkpA est surjectif, on peut d!emontrer cette r!eciproque en utilisant les
r!esultats de [GeRo, }3]. Noter que cette r!eciproque est vraie dans le cas o "u A
est l’alg"ebre d’un groupe ﬁni.
Mauvais id !eaux maximaux.
1.30. Th!eor"eme. Soit p un id!eal maximal de O: On suppose que, pour tout
id !eal maximal q de OK au-dessus de p; l’extension kq=kp est s!eparable.
(1) L’alg"ebre kpA est semi-simple si et seulement si, pour tout w 2
IrrðKAÞ; w est de p-d!efaut nul. Pour tout id !eal premier q de OK au-dessus de p;
l’alg "ebre kqA est alors semi-simple d!eploy!ee.
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IrrðkqAÞ:
D!emonstration. Comme on suppose l’extension kq=kp s!eparable, la kp-
alg"ebre kpA est semi-simple si et seulement si la kq-alg"ebre kqA est semi-
simple. La premi"ere assertion est alors un th!eor"eme d #u "a Geck (cf. [GePf,
7.4.7; GeRo, 4.3; BMM2, 7.13]).
La deuxi"eme assertion est alors le ‘‘th!eor"eme de d!eformation de Tits’’
(cf. par exemple [BMM2, 7.2]). ]
D!efinition.
* Un id!eal maximal p de O est dit mauvais pour A s’il existe w 2
IrrðKAÞ et un id!eal maximal q de OK au-dessus de p tel que sw 2 q:
* Il est dit bon s’il n’est pas mauvais. Tel est le cas si et seulement si
tous les caract"eres irr!eductibles de KA sont de p-d!efaut nul.
Remarquons que, de plus, sous les hypoth"eses du Th!eor"eme 1.30, l’id!eal p
est bon si et seulement si l’alg"ebre kpA est semi-simple.
D’apr"es le Lemme 1.29, si p est bon pour A; les blocs de OpA ne sont que
les orbites de GalðK=FÞ sur IrrðKAÞ: Le r!esultat suivant est alors une
cons!equence imm!ediate de la Proposition 1.13.
1.31. Proposition. Si tous les id !eaux maximaux de O sont bons pour A;
les blocs de A ne sont que les orbites de GalðK=FÞ sur IrrðKAÞ:
Remarque. Dans le cas o "u O ¼ Z et A ¼ ZG (G un groupe ﬁni), les
nombres premiers mauvais pour A sont les diviseurs premiers de l’ordre
de G:
1.D. Alge´bres syme´triques de groupes finis
Ce paragraphe donne les outils !el!ementaires n!ecessaires pour traiter le cas
de l’alg"ebre de Hecke d’un groupe de r!eﬂexion complexe de type Gðd; d; rÞ
vue comme sous-alg"ebre d’une sp!ecialisation de l’alg"ebre de Hecke d’un
groupe de type Gðd; 1; rÞ-ce qui sera fait dans la derni"ere partie de cet article.
Les r!esultats ci-dessous g!en!eralisent les r!esultats classiques de la th!eorie
des repr!esentations des groupes ﬁnis connus sous le nom de ‘‘th!eorie de
Clifford’’ (voir par exemple [Is, Chap. 6]). Pour la commodit!e et la s!ecurit!e
du lecteur, nous les d!emontrons sommairement dans le cas un peu plus
g!en!eral qui nous occupe.
Sous-alg"ebres sym!etriques. Soit A une O-alg"ebre sym!etrique, munie
d’une forme sym!etrisante t: Soit %A une sous-alg"ebre de A; suppos!ee libre (et
de rang ﬁni) comme O-module.
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?
l’orthogonal de %A pour la forme t; i.e., le sous- %A-module- %A de
A d!eﬁni par
%A
?
:¼ fa 2 A j ð8 %a 2 %AÞðtða %aÞ ¼ 0Þg:
La d!emonstration du r!esultat suivant est laiss!ee en exercice au lecteur.
1.32. Proposition. (1) La restriction de t "a %A est une forme sym !etrisante
pour %A si et seulement si %A  %A? ¼ A; et dans ce cas la projection de A sur %A
parall"element "a %A
?
est l’application
BrA%A : A ! %A telle que tðBrA%AðaÞ %aÞ ¼ tða %aÞ pour tous a 2 A et %a 2 %A:
(2) Si la restriction de t "a %A est une forme sym!etrisante pour %A; alors %A
?
est le sous %A-module- %A de A caract !eris!e par l’ensemble des deux propri !et !es
suivantes:
(a) on a A ¼ %A %A? (comme %A-modules- %A),
(b) et %A
?
DkerðtÞ:
Remarque. Dans le cas o "u A ¼ OG est l’alg"ebre d’un groupe ﬁni G et
%A ¼ O %G est l’alg"ebre d’un sous-groupe %G de G; le morphisme BrA%A est la
projection d!eﬁnie par g/g si g 2 %G; et g/0 si g =2 %G:
Definition. Soit A une O-alg"ebre sym!etrique, munie d’une forme
sym!etrisante t: Soit %A une sous-alg"ebre de A: On dit que %A est une sous-
alg "ebre sym !etrique de A (munie de t) si
(1) %A est libre (de rang ﬁni) comme O-module et la restriction ResA%AðtÞ
de la forme t "a la sous-alg"ebre %A est une forme sym!etrisante,
(2) via l’op!eration de multiplication "a gauche par les !el!ements de %A; A
est libre (de rang ﬁni) comme %A-module.
Remarque. Puisque A est sym!etrique, on a A ’ HomOðA;OÞ comme
A-modules-A: Il en r!esulte que A; vu comme module- %A; est isomorphe "a
HomOðA;OÞ (o "u A est vu comme %A-module). Par cons!equent si %A est
une sous-alg"ebre sym!etrique de A; on voit que A est aussi libre comme
module- %A via l’op!eration de multiplication "a droite par les !el!ements de %A:
De plus, le rang de A comme %A-module est !egal "a son rang comme module-
%A; et aussi !egal au quotient du rang de A sur O par le rang de %A sur O: On
note cet entier ½A : %A:
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note %t la restriction de t "a %A:
On note
IndA%A : %Amod! Amod et ResA%A : Amod! %Amod
les foncteurs d!eﬁnis comme il est d’usage par
IndA%A :¼ A %A  o "u A est vu comme un A-module- %A
et
ResA%A :¼ AA  o "u A est vu comme un %A-module-A:
Notons que, puisque A est suppos!ee libre comme %A-module et comme
module- %A; les foncteurs ResA%A et Ind
A
%A
sont adjoints l’un de l’autre des deux
c #ot!es.
Supposons de plus que K est une extension galoisienne ﬁnie du corps F
des fractions de O qui poss"ede la propri!et!e suivante:
1.33. Les alg"ebres KA et K %A sont semi-simples d!eploy !ees.
On note h;iKA le produit scalaire sur le K-espace vectoriel des
fonctions centrales pour lequel la famille ðwÞw2IrrðKAÞ est orthonormale. De
m#eme, on note h;iK %A le produit scalaire sur le K-espace vectoriel des
fonctions centrales pour lequel la famille ð%wÞ%w2IrrðK %AÞ est orthonormale.
La double adjonction des foncteurs ResKA
K %A
et IndKA
K %A
implique la formule de
r!eciprocit!e de Frobenius:
hw; IndKA
K %A
ð%wÞiKA ¼ hResKAK %AðwÞ; %wiK %A:
Pour tout !el!ement w 2 IrrðKAÞ; on pose
ResKA
K %A
ðwÞ ¼
X
%w2IrrðK %AÞ
mw;%w %w ðo "u mw;%w 2 NÞ:
Noter que la formule de r!eciprocit!e de Frobenius implique alors (pour tout
%w 2 IrrðK %AÞ)
IndKA
K %A
ð%wÞ ¼
X
w2IrrðKAÞ
mw;%w w:
La propri!et!e suivante est imm!ediate.
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les idempotents primitifs centraux de KA et K %A associ !es "a w et %w: Les
conditions suivantes sont !equivalentes:
(i) mw;%wa0;
(ii) eðwÞ%eð%wÞa0:
Pour tout %w 2 IrrðK %AÞ; on pose
IrrðKA; %wÞ :¼ fw 2 IrrðKAÞ j ðmw;%wa0Þg;
et pour tout w 2 IrrðKAÞ; on pose de mani"ere analogue
IrrðK %A; wÞ :¼ f%w 2 IrrðK %AÞ j ðmw;%wa0Þg:
On note respectivement sw et s%w les !el!ements de Schur de w et %w
(relativement aux formes sym!etrisantes t pour A et %t pour %A).
1.35. Lemme. Pour tout w 2 IrrðKAÞ on a
1
s%w
¼
X
w2IrrðKA;%wÞ
mw;%w
sw
:
En effet, cela r!esulte des formules
t ¼
X
w2IrrðKAÞ
1
sw
w; %t ¼
X
%w2IrrðK %AÞ
1
s%w
%w; %t ¼ ResA%AðtÞ:
D!efinition. On dit que l’alg"ebre sym!etrique ðA; tÞ est l’alg"ebre
sym!etrique d’un groupe ﬁni G sur la sous-alg"ebre %A; et on note alors
A ¼ %AG; si les conditions suivantes sont v!eriﬁ!ees:
* %A est une sous-alg"ebre sym!etrique de A;
* G est un sous-groupe ﬁni du groupe A des !el!ements inversibles de A;
tels que
(1) G normalise %A; i.e., pour tous g 2 G et %a 2 %A; on a g %ag1 2 %A;
(2) la famille ðgÞg2G est une base de A comme %A-module,
(3) tð %agÞ ¼ 0 for all %a 2 %A and g 2 G; ga1:
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?
!enonc!ee dans la Proposition 1.32(2),
que on a
M
g2G
ga1
%Ag ¼ %A?:
Soit A l’alg"ebre sym!etrique de G sur %A: Les propri!et!es suivantes sont des
cons!equences imm!ediates de la d!eﬁnition pr!ec!edente:
* la famille ðgÞg2G est une base de A comme module- %A;
* g2G
ga1
g %A ¼ %A?:
Bases duales d’une alg "ebre sym !etrique d’un groupe fini.
Le r!esultat suivant est imm!ediat "a partir des d!eﬁnitions ci-dessus. Il sera
utilis!e par la suite.
1.36. Proposition. Soit A une alg "ebre sym!etrique du groupe fini G sur la
sous-alg"ebre sym !etrique %A: Soit ð%eiÞi2I et ð%e0iÞi2I deux O-bases de %A duales
l’une de l’autre. Alors les familles
ð%eigÞi2I ;g2G et ðg1 %e0iÞi2I ;g2G
sont deux O-bases de A duales l’une de l’autre.
!Equivalence de Morita li!ee au fixateur d’un bloc de %A:
Soit %b un bloc de %A: Alors pour tout g 2 G; l’idempotent gð %bÞ est un bloc
de %A; donc ou bien gð %bÞ ¼ %b; ou bien gð %bÞ est orthogonal "a %b: On note
TrðG; %bÞ :¼
X
g2G=G %b
gð %bÞ
la somme des transform!es distincts de %b par G (o "u G %b d!esigne le ﬁxateur de
%b
dans G). On voit ainsi que
* %b est un idempotent central de %AG %b;
* TrðG; %bÞ est un idempotent central de A ¼ %AG:
Dans ce qui suit, on pose b :¼ TrðG; %bÞ:
On remarque que
%bg %b ¼
%bg ¼ g %b si g 2 G %b
0 sinon;
(
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%bgb ¼ %bg et bg %b ¼ g %b;
d’o "u on d!eduit facilement la proposition suivante.
1.37. Proposition. Les applications
bA %b %AG %b %b %bAb ! Ab;
bg %a %b %b %a0g0/g %a %a0g0;
ab/
P
g2G=G %b
ag %b %bg1;
8>>><
>>:
et
%bAb Ab bA %b ! %AG %b %b;
%b %agb bg0 %a0 %b/
%b %agg0 %a0 %b si gg0 2 G %b;
0 sinon:
(
%ag %b/ %ag %b %b ðo "u g 2 G %bÞ;
8>>><
>>>:
d!efinissent des isomorphismes respectivement inverses l’un de l’autre
bA %b %AG %b %b %bAb$
	
Ab et %bAb Ab bA %b$	 %AG %b %b:
En particulier les foncteurs
IndA%A ¼ ðbA %b %A %b Þ et %b ResA%A ¼ ð %bAb Ab Þ
d!efinissent des !equivalences de cat!egories inverses l’une de l’autre entre Abmod
et %AG %b %b
mod:
Multiplication d’un A-module par un OG-module. Soit X un A-module et
soit r : A ! EndOðXÞ le morphisme structurel. On d!eﬁnit un foncteur
additif
X   : OGmod! Amod; Y/X  Y ;
de la mani"ere suivante:
Si Y est un OG-module et s : OG ! EndOðYÞ le morphisme structurel, on
note X  Y le O-module X O Y muni de l’op!eration de A d!eﬁnie par le
morphisme
r  s : A ! EndðX  Y Þ; %ag/rð %agÞ  sðgÞ:
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r  sð %ag %a0g0Þ ¼ r  sð %ag %a0g1gg0Þ ¼ rð %ag %a0g1gg0Þ  sðgg0Þ
¼ rð %ag %a0g0Þ  sðgg0Þ
¼ rð %agÞrð %a0g0Þ  sðgÞsðg0Þ ¼ ðrð %agÞ  sðgÞÞðrð %a0g0Þ  sðg0ÞÞ
¼ ðr  sð %agÞÞðr  sð %a0g0ÞÞ:
1.38. Proposition. L’application A %A X ! X  OG d!efinie par
g %A x/gðxÞ O g ðpour tous x 2 X et g 2 GÞ
est un isomorphisme de A-modules
IndA%AðXÞ!
	
X  OG:
En effet, on remarque que,
* d’une part, comme O-modules, on a IndA%AðXÞ ¼ A  %A X ¼ OG 
%A  %A X ¼ OG O X ’ X  OG;
* d’autre part, pour tous h 2 G et %a 2 %A; on a %ahðg %A xÞ ¼
%ahg  %A x ¼ hg %A ðhgÞ1 %ahgðxÞ; !el!ement dont l’image dans X  OG est
hgO %ahgðxÞ ¼ h %aðgO gðxÞÞ:
Induction et restriction des KA-modules et des K %A-modules
Induction de certains K %A-modules. Si X est un KA-module de caract"ere w
et si Y est un KG-module de caract"ere x; on note w  x le caract"ere du KA-
module X  Y :
1.39. Proposition. Soit w un caract"ere irr!eductible de KA; dont on
suppose qu’il se restreint en un caract "ere irr !eductible %w de K %A:
(1) Les caract "eres ðw  xÞðx2IrrðKGÞÞ sont des caract"eres irr!eductibles de KA
deux- "a-deux distincts.
(2) On a
IndKA
K %A
ð%wÞ ¼
X
x2IrrðKGÞ
xð1Þw  x:
D!emonstration. Il r!esulte de la Proposition 1.38 ci-dessus que IndKA
K %A
ð%wÞ
¼Px2IrrðKGÞ xð1Þw  x:
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K %A
ð%wÞ
est de carr!e scalaire jGj: Il en r!esulte que
jGj ¼
X
x;x02IrrðKGÞ
xð1Þx0ð1Þhw  x; w  x0iKA:
Or on sait que jGj ¼Px2IrrðKGÞ xð1Þ2; d’o "u on d!eduit que hw  x; w  x0iKA ¼
dx;x0 ; ce qui d!emontre la Proposition 1.39. ]
La proposition suivante d!ecrit l’induction des caract"eres %w de K %A qui se
prolongent en un caract"ere de l’alg"ebre K %AG %b:
1.40. Proposition. Soit %w 2 IrrðK %AÞ: On suppose que %w s’!etend en un
caract "ere (irr!eductible) *w de l’alg "ebre K %AG%w: On note
w :¼ IndKA
K %AG%w
ð*wÞ et wx :¼ IndKAK %AG%wð*w  xÞ pour tout x 2 IrrðKG%wÞ:
(1) Les caract"eres ðwxÞðx2IrrðKG%wÞÞ sont des caract "eres irr !eductibles de KA
deux "a deux distincts.
(2) On a
IndKA
K %A
ð%wÞ ¼
X
x2IrrðKG%wÞ
xð1Þwx:
En particulier, on a
mwx;%w ¼ xð1Þ et wxð1Þ ¼ jG : G%wj%wð1Þxð1Þ:
(3) Pour tout x 2 IrrðKG%wÞ; on a
swx ¼
jG%wj
xð1Þ s%w:
D!emonstration. La Proposition 1.37, appliqu!ee "a la K-alg"ebre KA et au
bloc %eð%wÞ de la sous-alg"ebre K %A; montre que le foncteur d’induction IndKA
K %A
est une !equivalence de Morita de la cat!egorie des K %A %eð%wÞ-modules vers son
image. Les deux premi"eres assertions s’en d!eduisent.
Pour calculer l’!el!ement de Schur swx ; on utilise la deuxi"eme formule de
l’assertion (sch3) de la Proposition 1.27, et la Proposition 1.36. Ainsi, si
ð%eiÞi2I et ð%e0iÞi2I sont deux bases de %A duales l’une de l’autre, on a
swxwxð1Þ2 ¼ wx
X
i2I ;g2G
%e0igg
1 %ei
 !
¼ jGjwx
X
i2I ;g2G
%e0i %ei
 !
:
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wxð1Þ2 ¼ jG : G%wj2 %wð1Þ2xð1Þ2 et wxð %aÞ ¼ jG : G%wjxð1Þ%wð %aÞ pour tout %a 2 %A;
on en d!eduit
swx jG : G%wj2 %wð1Þ2xð1Þ2 ¼ jG : G%wjxð1Þs%w %wð1Þ2;
d’o "u la formule annonc!ee. ]
Op!eration de G sur IrrðK %AÞ et restriction des caract"eres de KA:
* Pour tout %w 2 IrrðK %AÞ et tout g 2 G; on a %eðgð%wÞÞ ¼ gð%eð%wÞÞ:
Pour tout %w 2 IrrðK %AÞ; on note G%w son stabilisateur. Si %O d!esigne l’orbite
de %w sous G; on a ainsi j %Oj ¼ jGj=jG%wj: On note %eð %OÞ la somme de tous les
idempotents primitifs associ!es aux !el!ements de %O:
%eð %OÞ ¼
X
g2G=G%w
%eðgð%wÞÞ ¼
X
g2G=G%w
gð%eð%wÞÞ:
Si %w 2 %O; l’ensemble IrrðKA; %wÞ ne d!epend que de %O; et on pose IrrðKA;
%OÞ :¼ IrrðKA; %wÞ: L’idempotent %eð %OÞ appartient "a l’alg"ebre ðZK %AÞG des
points ﬁxes de G dans le centre de K %A; donc appartient au centre ZKA de
KA; et par suite est une somme d’idempotents primitifs de ZKA: On a donc
%eð %OÞ ¼
X
w2IrrðKA; %OÞ
eðwÞ:
* Soit X un KA-module irr!eductible, de caract"ere w: Soit %X un K %A-
sous-module irr!eductible de ResKA
K %A
ðX Þ; de caract"ere %w: Pour g 2 G; le
K %A-sous-module gð %XÞ de X a pour caract"ere gð%wÞ: Or Pg2G=G%w gð %XÞ est
un KA-sous-module de X : On en d!eduit que
ResKA
K %A
ðXÞ ¼
M
g2G=G%w
gð %XÞ
0
@
1
A
mw;%w
;
i.e., que
ResKA
K %A
ðwÞ ¼ mw;%w
X
g2G=G%w
gð%wÞ:
En particulier, on voit que IrrðK %A; wÞ est une orbite de G sur IrrðK %AÞ:
BROUE´ ET KIM86On remarque aussi que wð1Þ ¼ mw;%wj %Oj%wð1Þ; !egalit!e que l’on peut comparer
aux derni"eres !egalit!es !enonc!ees dans la proposition 1.40 ci-dessus.
Cas o "u G est cyclique. Dor!enavant, nous faisons l’hypoth"ese suivante:
1.41. Le groupe G est cyclique d’ordre d, et nous choisissons un
g!en!erateur g de G:
Nous allons v!eriﬁer que les hypoth"eses de la Proposition 1.40 sont alors
satisfaites pour tout caract"ere irr!eductible de KA:
Soit %X un K %A-module irr!eductible de caract"ere %w; et soit %r : K %A !
Endð %XÞ le morphisme structurel.
Puisque la repr!esentation %X est invariante par G%w; il existe un
automorphisme a du K-espace vectoriel %X tel que
%rðg %ag1Þ ¼ a %rð %aÞa1:
En particulier, posant dð%wÞ :¼ jG%wj; on voit que
%rð %aÞ ¼ adð%wÞ %rð %aÞadð%wÞ;
et par cons!equent adð%wÞ est une homoth!etie. Quitte "a agrandir le corps K ; on
peut supposer qu’il contient une racine dð%wÞ-i"eme du rapport de cette
homoth!etie. En divisant a par cette racine, on se ram"ene alors au cas o "u
adð%wÞ ¼ 1:
Ceci nous permet d’!etendre le morphisme structurel %r : K %A ! EndKð %X Þ
en un morphisme *r d!eﬁni par
*r : K %AG%w ! EndKð %XÞ; *rð %agjÞ :¼ rð %aÞaj pour 04jodð%wÞ:
Ceci d!eﬁnit ainsi un K %AG%w-module not!e *X ; de caract"ere not!e *w:
Op!eration de G_ sur IrrðKAÞ: Puisque le groupe G est ab!elien, l’ensemble
IrrðKGÞ forme un groupe, not!e G_: L’application c/c  x (o !u c 2 IrrðKAÞ
et x 2 G_) d!eﬁnit une op!eration de G_ sur IrrðKAÞ:
Soit O l’orbite de *w sous l’op!eration du groupe ðG%wÞ_: Il r!esulte de la
Proposition 1.39 que O est une orbite r!eguli"ere (i.e., jOj ¼ jG%wj) et que
O ¼ IrrðK %AG%w; %wÞ:
Comme dans la proposition 1.40, on note
w :¼ IndKA
K %AG%w
ð*wÞ et wx :¼ IndKAK %AG%wð*w  xÞ;
et il r!esulte de la Proposition 1.40 que
IrrðKA; %wÞ ¼ fwx j ðx 2 ðG%wÞ_Þg et mwx;%w ¼ 1 pour tout x 2 ðG%wÞ_:
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par g/gd=dð%wÞ; qui induit un plongement G_%w+G
_: Si x 2 G_%w ; on d!esigne
encore (par abus de notation) par x son image dans G_ par l’injection
pr!ec!edente.
Il est alors imm!ediat de v!eriﬁer que (avec les notations ci-dessus) on a
wx ¼ w  x:
Gr#ace "a ce qui pr!ec"ede, et "a la Proposition 1.40 ci-dessus, nous avons donc
d!emontr!e le r!esultat suivant.
1.42. Proposition. Si le groupe G est cyclique, il existe une bijection
IrrðK %AÞ=G$	 IrrðKAÞ=G_; %O$	 O
telle que
%eð %OÞ ¼ eðOÞ; jOjj %Oj ¼ jGj; et
8w 2 O; ResKA
K %A
ðwÞ ¼ P
%w2 %O
%w;
8%w 2 %O; IndKA
K %A
ð%wÞ ¼ P
w2O
w:
8>><
>:
De plus, pour tous w 2 O et %w 2 %O; on a
sw ¼ jOjs%w:
Blocs de A et blocs de %A:
Commenc¸ons par quelques remarques g!en!erales, sans hypoth"eses
particuli"eres sur G:
Op!eration de G sur l’ensemble des blocs de %A:
On rappelle que le groupe G op"ere sur l’ensemble BlIdð %AÞ des blocs-
idempotents de %A; et que si %b est un bloc-idempotent de %A; on pose
TrðG; %bÞ :¼
X
g2G=G %b
gð %bÞ:
L’alg"ebre ðZ %AÞG des points ﬁxes de G dans son action sur le centre de %A est
contenue "a la fois dans Z %A et dans ZA:
et l’ensemble de ses blocs-idempotents est
BlIdððZ %AÞGÞ ¼ fTrðG; %bÞ j ð %b 2 BlIdð %AÞ=GÞg:
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partition de BlIdðAÞ : "a l’orbite de %b sous G on associe l’ensemble BlIdðA; %bÞ
d!eﬁni par l’!egalit!e
TrðG; %bÞ :¼
X
b2BlIdðA; %bÞ
b:
1.43. Lemme. Soit %b un bloc de %A et soit %B :¼ IrrðK %A %bÞ:
(1) Pour tout %w 2 %B; on a G%wDG %b:
(2) On a
TrðG; %bÞ ¼
X
%w2 %B=G
TrðG; %eð%wÞÞ ¼
X
f %O j ð %O\ %Ba|Þg
%eð %OÞ:
En effet la premi"ere assertion r!esulte de ce que, pour tout g =2 G %b; les blocs
%b et gð %bÞ sont distincts, donc orthogonaux. La deuxi"eme r!esulte des !egalit!es
%b ¼P%w2 %B %eð%wÞ ¼P%w2 %B=G %b TrðG %b; %eð%wÞÞ:
Op!eration de G_ sur l’ensemble des blocs de A:
Posons G_ :¼ HomðG;KÞ: La multiplication de caract"eres de KA par
ceux de KG d!eﬁnit en particulier une op!eration du groupe G_ sur IrrðKAÞ:
Cette op!eration est induite par l’op!eration de G_ sur l’alg"ebre A d!eﬁnie par
x  ð %agÞ :¼ xðgÞ %ag pour tous x 2 G_; %a 2 %A; g 2 G:
En particulier G_ op"ere sur l’ensemble des blocs-idempotents de A:
On note x  b le transform!e du bloc-idempotent b sous l’action de
l’automorphisme d!eﬁni par x; et on note ðG_Þb son stabilisateur dans G_: On
note
TrðG_; bÞ :¼
X
x2G_=ðG_Þb
x  b
la somme des transform!es distincts de b par le groupe G_:
L’ensemble des blocs-idempotents de l’alg"ebre ðZAÞG_ des points ﬁxes de
G_ sur A est
BlIdððZAÞG_Þ ¼ fTrðG_; bÞ j ðb 2 BlIdðAÞ=G_Þg:
Le lemme suivant est l’analogue du Lemme 1.43 ci-dessus.
1.44. Lemme. Soit b un bloc de A et soit B :¼ IrrðKAbÞ:
(1) Pour tout w 2 B; on a ðG_ÞwDðG_Þb:
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TrðG_; bÞ ¼
X
w2B=G
TrðG_; eðwÞÞ ¼
X
fO j ðO\Ba|Þg
eðOÞ:
Cas o "u G est cyclique.
Pour toute orbite U de G_ sur l’ensemble BlIdðAÞ des blocs-idempotents
de A; on note bðUÞ le bloc-idempotent de ðZAÞG_ d!eﬁni par
bðUÞ :¼
X
b2U
b;
et pour toute orbite %U de G sur l’ensemble BlIdð %AÞ des blocs-idempotents
de %A; on note %bð %UÞ le bloc-idempotent de ðZ %AÞG d!eﬁni par
%bð %UÞ :¼
X
%b2 %U
%b:
La proposition suivante r!esulte de la Proposition 1.42 et des Lemmes 1.43
et 1.44 ci-dessus.
1.45. Proposition. Supposons G cyclique. Il existe une bijection
BlIdðAÞ=G_$	 BlIdð %AÞ=G; U$	 %U
telle que
bðUÞ ¼ %bð %UÞ;
ou, en d’autres termes,
TrðG; %bÞ ¼ TrðG_; bÞ pour tous %b 2 %U et b 2 U:
En particulier, les alg "ebres ðZAÞG_ et ðZ %AÞG ont les m#emes idempotents.
Le r!esultat qui suit concerne des hypoth"eses particuli"eres qui seront
satisfaites dans le cas des blocs de certaines alg"ebres !etudi!ees ci-dessous.
1.46. Corollaire. Supposons que tous les blocs-idempotents de A sont
stables par l’action de G_: Alors les blocs-idempotents de A sont les
idempotents primitifs de ðZ %AÞG:
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ðZAÞG_ : On sait par la Proposition 1.45 que ce sont les blocs-
idempotents de ðZ %AÞG:
2. LES BLOCS DE ROUQUIER DES ALG "EBRES DE HECKE
CYCLOTOMIQUES
2.A. Alg"ebres de Hecke cyclotomiques
On renvoie la lectrice et le lecteur "a [BMR,BMM2] pour les notations et
les principales notions bri"evement introduites dans ce qui suit.
Rappels sur les groupes de r!eﬂexions complexes et leurs alg"ebres de Hecke
On note l1 le sous-groupe des racines de l’unit!e de C: Soit comme ci-
dessus K un sous-corps du corps Qðl1Þ; de degr!e ﬁni sur Q: On note lðKÞ
le groupe de toutes les racines de l’unit!e de K : Pour tout entier d > 1; on
pose zd :¼ expð2pi=dÞ:
Soit V un K-espace vectoriel de dimension ﬁnie r: Soit W un sous-groupe
ﬁni de GLðVÞ engendr!e par des (pseudo-)r!eﬂexions, et agissant
irr!eductiblement sur V : On note ReflðWÞ l’ensemble des r!eﬂexions de W ;
et A l’ensemble de ses hyperplans de r!eﬂexions. On pose M :¼ C V S
H2A C H: Pour x0 2M; on a une suite exacte (cf. [BMR]):
f1g ! P1ðM; x0Þ ! P1ðM=W ; x0Þ ! W ! f1g;
et on note
B :¼ P1ðM=W ; x0Þ; P :¼ P1ðM; x0Þ:
On d!esigne par p l’!el!ement central de P d!eﬁni par le lacet
½0; 1 !M; t/expð2pitÞx0:
Pour toute orbite C de W sur A; on note eC l’ordre commun des sous-
groupes WH (H un !el!ement quelconque de C; WH le sous–groupe form!e de 1
et de toutes les r!eﬂexions d’hyperplan de r!eﬂexion H).
On choisit un ensemble d’ind!etermin!ees u ¼ ðuC;jÞðC2A=W Þð04j4eC1Þ; et on
note Z½u; u1 l’anneau des polyn #omes de Laurent en toutes les in-
d!etermin!ees u: On d!esigne par HðWÞ et on appelle alg"ebre de Hecke
g!en!erique de W le quotient de l’alg"ebre de groupe ZB par l’id!eal engendr!e
par les !el!ements de la forme
ðs uC;0Þðs uC;1Þ    ðs uC;eC1Þ;
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de la monodromie autour des images dans M=W des !el!ements de l’orbite
d’hyperplans C:
On fait l’ensemble des hypoth"eses suivantes. Noter (cf. [BMM2,
remarques pr!ec!edant 1.17, } 2; GIM]) qu’elles sont v!eriﬁ!ees pour
tous les groupes de r!eﬂexions irr!eductibles sauf un nombre ﬁni d’entre
eux.
2.1. Hypoth!eses. L’alg"ebre HðWÞ est un Z½u; u1-module libre et de
rang jW j: De plus, il existe une forme lin!eaire t :HðWÞ ! Z½u; u1 poss !edant
les propri !et!es suivantes.
(1) t est une fonction centrale sur HðWÞ; i.e., pour tous h; h0 2HðWÞ;
on a tðhh0Þ ¼ tðh0hÞ; et t est une forme sym!etrisante pour la Z½u; u1-alg "ebre
HðWÞ; i.e., l’application
#t :HðWÞ ! HomðHðWÞ;Z½u; u1Þ; h/ðh0/tðhh0ÞÞ
est un isomorphisme de Z½u; u1-modules entre HðWÞ et son dual.
(2) Par la sp!ecialisation uC;j/expð2ipj=eCÞ; la forme t devient la forme
canonique sur l’alg "ebre du groupe W sur Z:
(3) Pour tout b 2 B; on a
tðb1Þ_ ¼ tðbpÞ
tðpÞ :
On sait que la forme t est alors unique (cf. [BMM2, 2.1]).
Rappelons le r!esultat suivant, d #u "a G. Malle (cf. [Ma3, 5.2]).
2.2. Th!eor!eme. On suppose les hypoth "eses 2.1 satisfaites.
Soit v ¼ ðvC;jÞðC2A=WÞð04j4eC1Þ un ensemble de
P
C2A=W eC ind !etermin !ees
telles que, pour tout C; j; on a v
jlðKÞj
C;j ¼ zeCuC;j: Alors la KðvÞ-alg"ebre
KðvÞHðWÞ est semi-simple d!eploy!ee.
Par le ‘‘th!eor"eme de d!eformation de Tits’’ (cf. par exemple [BMM2, 7.2]),
on sait que la sp!ecialisation
vC;j/1
induit une bijection w/wv de l’ensemble IrrðWÞ des caract"eres absolument
irr!eductibles de W sur l’ensemble IrrðHðWÞÞ des caract"eres (absolument)
irr!eductibles de l’alg"ebre KðvÞHðWÞ; telle que le diagramme suivant est
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!El!ements de Schur g!en!eriques. Une !etude cas par cas des exemples connus
de groupes W pour lesquels les hypoth"eses 2.1 sont satisfaites (cf.
[BrMa,GIM,Ma2,Ma3,Ma5]) permet de v!eriﬁer le r!esultat suivant.
2.3. Proposition. Soit w 2 IrrðWÞ: Alors l’!el!ement de Schur swðvÞ
associ !e au caract "ere wv de KðvÞH est un polyn #ome de Laurent en les
ind !etermin !ees v de la forme
swðvÞ ¼ xw
Y
F2Cw
FðvÞnw ;
o !u
* xw est un !el !ement de ZK ;
* Cw est un ensemble d’!el !ements de ZK ½v; v1; homog "enes de degr !e 0,
diviseurs (dans ZK ½v; v1) d’un polyn #ome de Laurent de la forme M1ðvÞ 
M2ðvÞ; o "u M1ðvÞ et M2ðvÞ sont des mon #omes (de Laurent) unitaires et de
degr !e 0,
* nw 2 N:
Exemple. Prenons pour W le groupe de Weyl de type G2: L’alg"ebre de
Hecke g!en!erique est une alg"ebre sur l’anneau Z½u0; u1; v0; v1; u10 ; u11 ; v10 ;
v11  engendr!ee par deux !el!ements s et t satisfaisant aux relations
ststst ¼ tststs et ðs u0Þðs u1Þ ¼ ðt v0Þðt v1Þ ¼ 0:
Soient x0; x1; y0; y1 des ind!etermin!ees satisfaisant les !egalit!es
x20 ¼ u0; x21 ¼ u1; y20 ¼ v0; y21 ¼ v1:
On pose
Sðx0; x1; y0; y1Þ :¼ ðx1y1Þ6ðx20 þ x21Þðy20 þ y21Þðx20y20 þ x0x1y0y1 þ x21y21Þ
ðx20y20  x0x1y0y1 þ x21y21Þ;
Tðx0; x1; y0; y1Þ :¼ 2ðx0x1y0y1Þ2ðx20y20  x0x1y0y1 þ x21y21Þ
ðx20y21 þ x0x1y0y1 þ x21y20Þ:
8>>><
>>:
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Sðx0; x1; y0; y1Þ; Sðx0; x1; y1; y0Þ; Sðx1; x0; y0; y1Þ; Sðx1; x0; y1; y0Þ;
Tðx0; x1; y0; y1Þ; Tðx1; x0; y0; y1Þ:
Alg"ebres cyclotomiques
Remarque : Conform!ement aux notations de [BMM2] (mais contra-
irement "a celles, par exemple, de [BrMa,Ma1–5] nous r!eservons le nom
d’‘‘alg"ebre cyclotomique’’ aux alg"ebres de Hecke "a un param"etre q qui se
sp!ecialisent en l’alg"ebre du groupe correspondant lorsque q devient une
racine de l’unit!e. Nous ne qualiﬁons pas de ‘‘cyclotomiques’’ les alg"ebres
g!en!eriques.
Soit z un !el!ement du groupe lðKÞ:
Soit y une ind!etermin!ee. On pose
x :¼ yjlðKÞj et q :¼ z:x:
2.4. Definition. Une sp!ecialisation z-cyclotomique de HðWÞ est un
morphisme de ZK -alg"ebres
f : ZK ½v; v1 ! ZK ½y; y1
poss!edant les propri!et!es suivantes:
(a) f : vC;j/ynC;j ; avec nC;j 2 Z pour tous C et j:
(b) Pour tout C 2A=W ; et si t est une ind!etermin!ee, l’!el!ement de
ZK ½y; t d!eﬁni par
GCðy; tÞ :¼
Yj¼eC1
j¼0
ðt  zjeCynC;j Þ
est invariant par l’action de GalðKðyÞ=KðqÞÞ; i.e., appartient "a ZK ½q; q1; t:
Noter que l’on a
GCð1; tÞ ¼ teC  1:
Remarque. On pose mC;j :¼ nC;j=jlðKÞj et on d!ecrit parfois le morphisme
f par la formule
f : uC;j/z
j
eC
ðz1qÞmC;j ;
et on a donc
GCðy; tÞ :¼
Yj¼eC1
j¼0
ðt  zjeCðz1qÞmC;j Þ 2 ZK ½q; q1; t:
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ci-dessus, l’alg "ebre de Hecke z-cyclotomique correspondante est la
ZK ½q; q1-alg"ebre, not!ee HfðWÞ obtenue comme sp!ecialisation de
l’alg"ebre ZK ½v; v1HðWÞ via le morphisme f; et munie de la forme
sym!etrisante tf d!eﬁnie par sp!ecialisation de la forme canonique t:
S’il n’y a pas d’ambiguit!e sur f; on note parfois HqðWÞ et tq l’alg"ebre
cyclotomique HfðWÞ et sa forme sym!etrisante correspondante.
Noter que l’alg"ebre HqðWÞ est une image de l’alg"ebre de groupe
ZK ½q; q1B; et que pour q ¼ z cette alg"ebre se sp!ecialise en l’alg"ebre de
groupe ZK W (la forme tq devenant la forme canonique sur l’alg"ebre de
groupe). La sp!ecialisation vC;j/1 d!eﬁnit donc des bijections
IrrðWÞ !	 IrrðKðyÞHfðWÞÞ !	 IrrðKðvÞHðWÞÞ;
w / wf / wv;
!El !ements de Schur. Soit y une ind!etermin!ee. On appelle polyn #omes K-
cyclotomiques les polyn #omes unitaires minimaux (sur K½y) des racines de
l’unit!e. Les polyn #omes K-cyclotomiques sont des !el!ements irr!eductibles de
ZK ½y: On note CyclðKÞ l’ensemble des polyn #omes K-cyclotomiques.
La propri!et!e suivante est une cons!equence imm!ediate de la Proposi-
tion 2.3 ci-dessus.
2.5. Proposition. Soit HfðWÞ une alg"ebre de Hecke z-cyclotomique,
d!efinie comme ci-dessus par f : vC;j/ynC;j : Alors l’!el!ement de Schur d’un
caract "ere irr!eductible wf 2 KðyÞHfðWÞ est de la forme
swfðyÞ ¼ cw;fyaw;f
Y
FðyÞ2CyclðKÞw;f
FðyÞmw;f
o "u
* cw;f est un !el !ement de ZK ;
* aw;f 2 Z;
* CyclðKÞw;f est un ensemble de polyn #omes K-cyclotomiques, et
mw;f 2 N:
Exemple. Soit Wd;r le groupe de r!eﬂexions de type Gðd; 1; rÞ; isomorphe
au produit en couronne CdwSr: L’alg"ebre g!en!erique est l’alg"ebre de Ariki-
Koike, engendr!ee sur l’anneau de polyn #omes de Laurent Z½u0; u1; . . . ; ud1;
u10 ; u
1
1 ; . . . ; u
1
d1; v0; v1; v
1
0 ; v
1
1  par des !el!ements s; t1; t2; . . . ; tr1 satisfai-
sant les relations de tresses symbolis!ees par le diagramme
FAMILLES DE CARACTE`RES DES ALGE`BRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES 95et les relations
ðs u0Þðs u1Þ    ðs ud1Þ ¼ ðtj  v0Þðtj  v1Þ ¼ 0 ðpour 14jorÞ:
Donnons deux exemples importants d’alg"ebres cyclotomiques associ!ees
au groupe Wd;r:
1. L’alg"ebre spetsiale.
L’alg"ebre spetsiale (cf. [BMM2, } 6]) est l’alg"ebre 1-cyclotomiqueHsqðWd;rÞ;
sp!ecialisation de l’alg"ebre g!en!erique d!eﬁnie par
u0/q; uj/z
j
d pour 14jod; v0/q; v1/ 1;
i.e., par les relations symbolis!ees par le diagramme ci-dessus et par
ðs qÞðsd1 þ    þ sþ 1Þ ¼ ðtj  qÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour 04jorÞ:
2. Une alg"ebre cyclotomique.
Consid!erons l’alg"ebre zd-cyclotomique Hq;dðWd;rÞ; sp!ecialisation de
l’alg"ebre g!en!erique d!eﬁnie par
uj/q
j pour 04jod; v0/qd ; v1/ 1;
i.e., par les relations symbolis!ees par le diagramme ci-dessus et par
ðs 1Þðs qÞ    ðs qd1Þ ¼ ðtj  qdÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour 04jorÞ:
Cette alg"ebre intervient, par exemple, dans la description des repr!esentations
des groupes lin!eaires GLdr sur les corps ﬁnis (cf. [BrMa]).
2.B. Blocs de Rouquier des alg"ebres cyclotomiques
L’anneau de Rouquier.
Soit K un sous-corps du corps Qðl1Þ engendr!e par toutes les racines de
l’unit!e. On suppose K de degr!e ﬁni surQ: Soit ZK l’anneau des entiers de K :
l’anneau ZK est un anneau de Dedekind.
D!efinition. On appelle ‘‘anneau de Rouquier’’ de K et on note RKðxÞ
la sous-ZK -alg"ebre du corps des fractions rationnelles KðxÞ engendr!ee par x;
x1 et tous les ðxn  1Þ1 pour n51:
Ainsi on a
RKðxÞ ¼ ZK ½x; x1; ðxn  1Þ1n51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QðxÞ 2 ZK ½x et o "u QðxÞ ¼ xn
Q
F2CyclðKÞ FðxÞnF avec n; nF 2 N (et nF ¼ 0
pour presque tout F).
Quelques propri !et !es de l’anneau RKðxÞ:
1. Le groupe des !el!ements inversibles de RKðxÞ est
RKðxÞ ¼ uxn
Y
F2CyclðKÞ
FðxÞnF j ðu 2 ZKÞðn; nF 2 ZÞ
8<
:
ðnF ¼ 0 pour presque tout FÞ
)
:
2. Les id!eaux premiers de RKðxÞ sont
* l’id!eal nul f0g;
* les id!eaux de la forme pRKðxÞ o "u p est premier dans ZK ;
* les id!eaux de la forme PðxÞRKðxÞ o "u PðxÞ est un !el!ement
irr!eductible de ZK ½x de degr!e au moins 1, premier "a x et "a FðxÞ
pour tout F 2 CyclðKÞ:
En effet, on sait que les id!eaux premiers de ZK ½x sont de la forme f0g;
pZK ½x (p premier dans ZK ), PðXÞZK ½x (PðxÞ irr!eductible de degr!e au moins
1), et pZK ½x þ PðX ÞZK ½x (p premier dans ZK et PðxÞ de degr!e au moins 1
irr!eductible modulo p) – les id!eaux de ce dernier type !etant les id!eaux
maximaux de ZK ½x: Or, puisque RKðxÞ est un localis!e de ZK ½x; les id!eaux
premiers de RKðxÞ sont les id!eaux de RKðxÞ engendr!es par les
id!eaux premiers de ZK ½x qui ne contiennent aucun inversible de RKðxÞ:
Il sufﬁt donc de d!emontrer que si m est un id!eal maximal de ZK ½x; alors
mRKðxÞ ¼ RKðxÞ: Pour cela, il sufﬁt de d!emontrer que, pour tout p premier
dans ZK ; l’id!eal pRKðxÞ est maximal dans RKðxÞ: Or on a (d!esignant par Fp
le corps ﬁni ZK=p)
RKðxÞ=pRKðxÞ ¼ Fp½x; x1; ððxn  1Þ1Þn51:
Ainsi, tout diviseur de xn  1 dans Fp½x est inversible dans RKðxÞ=pRKðxÞ:
Mais tout polyn #ome de Fp½x est produit de polyn #omes qui divisent x ou
xn  1 pour au moins un entier n: Par cons!equent tout !el!ement de Fp½x est
inversible dans RKðxÞ=pRKðxÞ et on a
RKðxÞ=pRKðxÞ ¼ FpðxÞ: ]
Remarque. Si PðxÞ est irr!eductible dans ZK ½x; non cyclotomique et
diff!erent de x; alors le corps RKðxÞ=PðxÞRKðxÞ est isomorphe au corps des
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3. L’anneau RKðxÞ est un anneau de Dedekind. En effet:
* L’anneau ZK ½x est int!egralement clos puisque ZK l’est (cf. par
exemple [Bou, } 3, Corollaire 3]). Donc (cf. par exemple [Ei, 4.13])
son localis!e RKðxÞ est aussi int!egralement clos.
* L’anneau de Rouquier RKðxÞ est noeth!erien comme localis!e d’un
anneau noeth!erien.
* Il est de dimension 1 d’apr"es la description ci-dessus de ses id!eaux
premiers.
Premi"eres propri!et!es de blocs de Rouquier
Notations. Dans ce qui suit, on note HfðWÞ une alg"ebre z-cyclotomi-
que, d!eﬁnie sur l’anneau Z½q; q1: On !etend les scalaires "a l’anneau de
Rouquier RKðqÞ; en consid!erant l’alg"ebre RKðqÞHfðWÞ:
On appelle blocs de Rouquier de HfðWÞ les blocs de l’alg"ebre
RKðqÞHfðWÞ:
Pour tout w 2 IrrðWÞ; notons (comme dans 2.5)
swfðyÞ ¼ cwf y
awf
Y
FðyÞ2CyclðKÞwf
FðyÞmwf
l’!el!ement de Schur du caract"ere wf correspondant, o "u cwf est un !el!ement de
ZK ; awf 2 Z; CyclðKÞwf est un ensemble de polyn #omes K-cyclotomiques, et
mwf 2 N:
Mauvais id!eaux maximaux. Le r!esultat suivant est imm!ediat "a partir de la
description des id!eaux de RKðxÞ:
2.6. Proposition-D!efinition. Les id !eaux maximaux de RKðxÞ qui sont
mauvais pour l’alg "ebre sym!etrique RKðxÞHfðWÞ sont les id !eaux pRKðxÞ o "u
p est un id!eal maximal de ZK tel qu’il existe w 2 IrrðWÞ avec cwf 2 p:
Les id!eaux maximaux p de ZK tels que pRKðqÞ soit mauvais pour
RKðqÞHfðWÞ sont dits mauvais pour HfðWÞ:
Exemples. On appelle alg "ebre spetsiale de W (cf. [BMM2, } 6]) l’alg"ebre
1-cyclotomique d!eﬁnie par la sp!ecialisation (‘‘spetsialisation’’)
uC;0/q;
uC;j/z
j
eC
pour 14joeC:
(
Les id!eaux maximaux de ZK qui sont mauvais pour l’alg"ebre spetsiale sont
appel!es les id!eaux mauvais spetsiaux de W :
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Hecke ‘‘ordinaire’’. Il est bien connu (cf. par exemple [GeRo, 5.2]) que les
id!eaux mauvais spetsiaux de W sont les id!eaux engendr!es par les nombres
premiers mauvais (au sens ‘‘usuel’’) pour W :
Caract "eres lin !eaires et mauvais id !eaux
Il y a
Q
C2A=W eC caract"eres lin!eaires de l’alg"ebre de Hecke g!en!erique,
d!eﬁnis par les familles d’entiers j :¼ ðjCÞC2A=W avec 04jC4eC  1: Le
caract"ere yj correspondant "a une telle famille est d!eﬁni par
yjðsCÞ ¼ uC;jC :
!Etant donn!ee la sp!ecialisation cyclotomique f : vC;j/ynC;j ; le caract"ere yj
est alors d!eﬁni par
yjðsCÞ ¼ zjeCynC;j ¼ zjeCðz1qÞ
mC;j :
2.7. Proposition. Supposons que C0 2A=W est tel qu’il existe j0; k04
eC0  1; avec j0ak0 et mC0;j0 ¼ mC0;k0 : Alors tout id!eal maximal p de ZK qui
contient zj0eC0  z
k0
eC0
est mauvais.
D!emonstration. Consid!erons deux familles j :¼ ðjCÞC2A=W et k :¼
ðkCÞC2A=W telles que pour tout CaC0; on a jC ¼ kC; et jC0 ¼ j0; kC0 ¼ k0:
Si p contient zj0eC0  z
k0
eC0
; on voit que les deux caract"eres yj et yk d!eﬁnissent
par r!eduction modulo p le m#eme caract"ere de kpðxÞHf dans kpðxÞ: Il r!esulte
alors du Th!eor"eme 1.30(2), que p ne peut #etre bon. ]
Blocs de Rouquier et morphismes o: La caract!erisation suivante des blocs
de Rouquier r!esulte du Th!eor"eme 1.17 et de la description des id!eaux de
l’anneau RKðxÞ mauvais pour HfðWÞ:
2.8. Proposition. Soient w; w0 2 IrrðWÞ: Les caract "eres wf et w0f sont
dans le m#eme bloc de Rouquier si et seulement si il existe une suite finie
w0; w1; . . . ; wn d’!el!ements de IrrðWÞ et une suite finie p0; p1; . . . ; pn1 d’id!eaux
maximaux de ZK mauvais pour HfðWÞ telles que
* ðw0Þf ¼ wf et ðwnÞf ¼ w0f;
* pour tout j (04jon), oðwjÞf  oðwjþ1Þf mod pjRKðxÞ:
Blocs et fonctions a et A. Suivant les notations de [BMM2, } 6B], pour tout
!el!ement PðyÞ 2 CðyÞ;
* on appelle valuation de PðyÞ en y et on note valyðPÞ l’ordre de PðyÞ en
0 [ainsi, on a valyðPÞo0 ou valyðPÞ > 0 selon que 0 est un p #ole ou un z!ero de
PðyÞ],
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valuation de Pð1=yÞ:
De plus, si yn ¼ x; on pose
valxðPðyÞÞ :¼ valyðPÞ
n
et degxðPðyÞÞ :¼
degyðPÞ
n
:
Pour w 2 IrrðWÞ; on pose
awf :¼ valxðswfðyÞÞ et Awf :¼ degxðswfðyÞÞ:
2.9. Proposition. (1) Pour tout w 2 IrrðWÞ; on a
owfðpÞ ¼ tfðpÞðz1qÞawfþAwf :
(2) Soient w; w0 2 IrrðWÞ: Si wf et w0f sont dans le m #eme bloc de
Rouquier, on a
awf þ Awf ¼ aw0f þ Aw0f :
D !emonstration. (1) Si PðyÞ 2 C½y; y1; notons PðyÞn le polyn #ome dont
les coefﬁcients sont les conjugu!es complexes de ceux de PðyÞ: D’apr"es
[BMM2, 2.8] (voir aussi, 6.14) on sait que le polyn #ome swfðyÞ est semi-
palindromique ([BMM2, } 6B]), et satisfait l’!egalit!e swfðy1Þn ¼ tfðpÞowf ðpÞswfðyÞ:
On en d!eduit donc ([BMM2, 6.5 et 6.6]) que
tfðpÞ
owf ðpÞ
¼ xqðawfþAwf Þ: o "u x 2 C:
En sp!ecialisant en q ¼ z; on en d!eduit que x ¼ zðawfþAwf Þ; d’o "u la formule
annonc!ee.
(2) Supposons que wf et w
0
f sont dans le m#eme bloc de Rouquier.
D’apr"es la proposition 2.8, il sufﬁt de d!emontrer que, s’il existe p 2
SpecmaxðOKÞ tel que owf  owf0 mod pRKðqÞ; alors awf þ Awf ¼ aw0f þ Aw0f :
Or, d’apr"es la premi"ere assertion, si owf  owf0 mod pRKðqÞ; on a en
particulier owfðpÞ  ow0fðpÞmod pRKðqÞ; soit
tfðpÞðz1qÞawfþAwf  tfðpÞðz1qÞ
aw0
f
þAw0
f mod pRKðqÞ:
Or on sait d’apr"es [BMM2, 2.1, (2)(b)], que tfðpÞ ¼ xqM o "u x est une racine
de l’unit!e et o "u M 2 Z: En particulier on voit que tfðpÞ =2 pRKðqÞ: On en
d!eduit donc que
ðz1qÞawfþAwf  ðz1qÞaw0fþAw0f mod pRKðqÞ;
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awf þ Awf ¼ aw0f þ Aw0f : ]
2.C. Blocs de Rouquier des alg"ebres cyclotomiques des groupes cycliques
L’alg"ebre g!en!erique. Choisissons pour W le groupe cyclique des racines d-
i"emes de l’unit!e. On pose K :¼ QðzdÞ: Ainsi, on a ZK ¼ Z½zd : Choisissons
pour V un espace vectoriel de dimension 1 sur K ; sur lequel l’!el!ement w 2 W
agit par multiplication par w:
On note O :¼ Z½u#10 ; . . . ; u#1d1: L’alg"ebre de Hecke g!en!erique HðWÞ est
l’alg"ebre engendr!ee sur l’anneau O par un !el!ement s satisfaisant la relation
ðs u0Þðs u1Þ    ðs ud1Þ ¼ 0:
La forme lin!eaire canonique t :HðWÞ ! O est d!eﬁnie par les conditions
(cf. [BrMa, } 2, BMM2, } 2A])
tð1Þ ¼ 1 et tðsjÞ ¼ 0 pour 0ojod:
On note yj :HðWÞ ! Qðu0; . . . ; ud1Þ le caract"ere lin!eaire d!eﬁni par
yjðsÞ :¼ uj : Si on d!esigne par sj son !el!ement de Schur, on a [BrMa, } 2.4]
sj ¼
Y
kaj
uk
 !1 Y
kaj
ðuk  ujÞ:
Alg"ebres cyclotomiques.
Soit z une racine d-i"eme de l’unit!e, et soit f : uj/z
j
dðz1qÞmj une
sp!ecialisation z-cyclotomique.
Pour 04jod; le caract"ere yj est d!eﬁni par
yjðsÞ ¼ zjdðz1qÞmj :
Son !el!ement de Schur est
sjðqÞ ¼
Y
kaj
ð1 zjkd ðz1qÞmjmkÞ:
La valuation aj et le degr!e Aj de sjðqÞ sont donn!es par les formules
aj ¼
X
kjðmj4mkÞ
mj  mk et Aj ¼
X
kjðmj5mkÞ
mj  mk:
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l’alg "ebre HfðWÞ sont ceux qui contiennent les zjd  zkd pour tous les couples
ðj; kÞ tels que jak et mj ¼ mk:
(2) Deux caract "eres yj et yk sont dans le m #eme bloc de Rouquier de
HfðWÞ si et seulement si mj ¼ mk:
D!emonstration. (1) Par la Proposition 2.7, on voit que si p contient
zjd  zkd avec mj ¼ mk; alors p est mauvais.
R!eciproquement, supposons p mauvais. Il existe donc j (04jod) tel que
p contient l’!el!ement de Schur sj: D’apr"es la valeur de sj !etablie ci-dessus, on
voit donc qu’il existe k ðkaj; 04jodÞ tel que mj ¼ mk et p contient
1 zjkd ; donc contient zjd  zkd :
(2) Soient j et k tels que mj ¼ mk: Si p est un id!eal maximal de Z½zd  qui
contient zjd  zkd ; on voit que, par composition avec le morphisme canonique
Z½zd  ! Fp :¼ Z½zd =p; les caract"eres yj et yk d!eﬁnissent le m#eme caract"ere "a
valeur dans Fp: Il en r!esulte (par exemple par 1.17) que yj et yk sont dans le
m#eme bloc.
Pour d!emontrer la r!eciproque, il sufﬁt, gr#ace "a la proposition 2.8, de
d!emontrer que s’il existe un id!eal maximal p de Z½zd  tel que yj  yk mod p;
alors mj ¼ mk: C’est !evident. ]
Remarque. La description des blocs donn!ee ci-dessus montre que, non
seulement aj þ Aj;mais aussi aj et Aj sont constants si yj parcourt un bloc de
Rouquier.
3. BLOCS DE ROUQUIER DES ALG "EBRES DE ARIKI-KOIKE
CYCLOTOMIQUES
Nous commenc¸ons par introduire quelques notations et r!esultats de
combinatoire qui nous seront utiles dans la description des blocs de
Rouquier des alg"ebres de Ariki-Koike cyclotomiques.
3.A. Une question de combinatoire : contenu et r!esidus
Partitions, b-nombres, r!esidus. Soit l ¼ ðl1; l2; . . . ; lhÞ une partition, i.e.,
une suite ﬁnie d!ecroissante d’entiers positifs non nuls:
l15l25   5lh51:
L’entier
jlj :¼ l1 þ l2 þ    þ lh
est appel!e le rang de l:
BROUE´ ET KIM102L’entier h est appel!e la hauteur de l et on pose hl :¼ h:
On associe "a la partition l
* son b-nombre
bl :¼ ðb1; b2; . . . ; bhÞ
d!eﬁni par
b1 :¼ hþ l1  1; b2 :¼ hþ l2  2; . . . ; bh :¼ hþ lh  h;
* son diagramme de Young
Yl :¼ fði; jÞ 2 Z Z j ð14i4hÞð14j4liÞg;
* son r!esidu ReslðxÞ; !el!ement de Z½x; x1 d!eﬁni par
ReslðxÞ :¼
X
14i4h
14j4li
xji;
i.e., ReslðxÞ est la somme des mon #omes remplissant le diagramme de Young
comme suit (l’exemple ci-dessous correspond "a la partition l ¼ ð4; 3; 2Þ):
Par d!eﬁnition, on a
ReslðxÞ ¼
1þ xþ    þ xl11
þx1ð1þ xþ    þ xl21Þ
  
þxðhl1Þð1þ xþ    þ xlhl1Þ
8>><
>>>:
d’o "u on d!eduit
ðx 1ÞReslðxÞ ¼ xl1 þ xl21 þ    þ xlhlðhl1Þ  x
ðhl1Þ  x
1 x ;
et par cons!equent
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partition:
xhl1ðx 1ÞReslðxÞ ¼ xb1 þ xb2 þ    þ xbhl  x
hl  1
x 1 :
Multi-Partitions : leurs symboles et leurs r!esidus.
Dans tout ce qui suit, on suppose choisi un entier d51:
Soit l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ une d-partition, i.e., une famille de d
partitions index!ee par l’ensemble f0; 1; . . . ; d  1g:
On pose
hðjÞ :¼ hlðjÞ ; bðjÞ :¼ blðjÞ ; ResðjÞl ðxÞ :¼ ReslðjÞ ðxÞ:
On a
lðjÞ ¼ ðlðjÞ1 ; lðjÞ2 ; . . . ; lðjÞhðjÞ Þ:
Le rang de l est par d!eﬁnition l’entier jlj d!eﬁni par
jlj :¼
Xj¼d1
j¼0
jlðjÞj:
Symboles ordinaires et spetsiaux d’une d-partition. Si b ¼ ðb1; b2; . . . ; bhÞ
est une suite de nombres tels que b1 > b2 >    > bh et si m est un entier
positif, le m-d!ecal!e (‘‘shifted’’) de b est la suite de nombres d!eﬁnie par
b½m :¼ ðb1 þ m; b2 þm; . . . ; bh þm;m  1;m 2; . . . ; 1; 0Þ:
Soit l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ une d-partition.
On appelle d-hauteur de l la famille ðhð0Þ; hð1Þ; . . . ; hðd1ÞÞ: On appelle
hauteur de l et on note hl le plus grand des nombres constituant la d-
hauteur, i.e., l’entier d!eﬁni par
hl :¼ maxfhðjÞ j ð04jodÞg:
On appelle d-hauteur spetsiale de l la famille ðhsð0Þ; hsð1Þ; . . . ; hsðd1ÞÞ; o "u
hsð0Þ :¼ hð0Þ  1 et hsðjÞ :¼ hðjÞ pour 14jod:
On appelle hauteur spetsiale de l et on note hsl le plus grand des nombres
constituant la d-hauteur spetsiale, i.e., l’entier d!eﬁni par
hsl :¼ maxfhsð0Þ; hsð1Þ; . . . ; hsðd1Þg:
BROUE´ ET KIM104D!efinition.
* Le symbole ordinaire standard de l est la famille de nombres d!eﬁnie
par
Bl :¼ ðBð0Þ;Bð1Þ; . . . ;Bðd1ÞÞ
o "u, pour tout j (04j4d  1), on a
BðjÞ :¼ bðjÞ½hl  hðjÞ:
Un symbole ordinaire de l est un symbole d!eduit du symbole ordinaire
standard par d!ecalage de toutes les lignes d’un m#eme entier. On appelle
hauteur d’un symbole ordinaire la longueur commune de toutes ses lignes.
* Le symbole spetsial standard de l est la famille de nombres d!eﬁnie par
SBl :¼ ðSBð0Þ;SBð1Þ; . . . ; SBðd1ÞÞ
o "u, pour tout j (04j4d  1), on a
SBðjÞ :¼ bðjÞ½hsl  hsðjÞ:
Un symbole spetsial de l est un symbole d!eduit du symbole spetsial standard
par d!ecalage de toutes les lignes d’un m#eme entier.
Ainsi, le symbole ordinaire standard d’une d-partition l est de la forme
Bð0Þ ¼ að0Þ1 að0Þ2    að0Þhl ;
Bð1Þ ¼ að1Þ1 að1Þ2    að1Þhl ;
..
. ..
. ..
. ..
. ..
.
Bðd1Þ ¼ aðd1Þ1 aðd1Þ2    aðd1Þhl
alors que le symbole spetsial standard est de la forme
SBð0Þ ¼ að0Þ1 að0Þ2    að0Þhsl a
ð0Þ
hslþ1;
SBð1Þ ¼ að1Þ1 að1Þ2    að1Þhsl ;
..
. ..
. ..
. ..
. ..
.
SBðd1Þ ¼ aðd1Þ1 aðd1Þ2    aðd1Þhsl :
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lð1Þ ¼ ð1Þ: Alors
Bl ¼
1 3
0 2
 !
; SBl ¼
1 3
1
 !
:
Le contenu ordinaire d’une d-partition de symbole ordinaire standard B
est ‘‘l’ensemble avec r!ep!etition’’
Contl ¼ Bð0Þ [ Bð1Þ [    [ Bðd1Þ;
ou encore (avec les notations ci-dessus) le polyn #ome d!eﬁni par
ContlðxÞ :¼
X
04j4d1
14i4hl
xa
ðjÞ
i :
On d!eﬁnit aussi le ‘‘contenu par ligne’’:
ContðjÞðxÞ :¼
X
14i4hl
xa
ðjÞ
i ;
et on a donc
ContlðxÞ :¼
X
04j4d1
ContðjÞðxÞ:
Le contenu spetsial d’une d-partition de symbole spetsial standard SB est
‘‘l’ensemble avec r!ep!etition’’
SContl ¼ SBð0Þ [ SBð1Þ [    [ SBðd1Þ;
ou encore (avec les notations ci-dessus) le polyn #ome d!eﬁni par
SContlðxÞ :¼
X
14i4hslþ1
xa
ð0Þ
i þ
X
14j4d1
14i4hsl
xa
ðjÞ
i :
On d!eﬁnit aussi le ‘‘contenu spetsial par ligne’’:
SContð0ÞðxÞ :¼
X
14i4hslþ1
xa
ð0Þ
i et
SContðjÞðxÞ :¼
X
14i4hsl
xa
ðjÞ
i pour 14j4d  1;
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SContlðxÞ :¼
X
04j4d1
SContðjÞðxÞ:
R !esidus ordinaires et spetsiaux d’une d-partition.
D!efinitions.
* Le r!esidu ordinaire de la d-partition l est le polyn #ome de Laurent
d!eﬁni par
ReslðxÞ :¼
Xj¼d1
j¼0
Res
ðjÞ
l ðxÞ:
* Le r!esidu spetsial de la d-partition l est le polyn #ome de Laurent
d!eﬁni par
SReslðxÞ :¼ xResð0Þl ðxÞ þ
Xj¼d1
j¼1
Res
ðjÞ
l ðxÞ:
G!en!eralisation : r!esidu, contenu et symboles charg!es d’une d-partition. On
suppose dor!enavant donn!e un syst"eme de ‘‘poids’’, i.e., une famille
m :¼ ðmð0Þ;mð1Þ; . . . ;mðd1Þ; nÞ
o "u mðjÞ; n 2 Q ð04jodÞ: On dit qu’un tel syst"eme de poids est entier si
n ¼ 1 et si, pour tout j (04jod), on a mj 2 Z:
Nous allons g!en!eraliser les notions pr!ec!edentes de r!esidu et de contenu
associ!es "a une d-partition de sorte que
* les r!esidus et contenus simples correspondent aux poids
mð0Þ ¼ mð1Þ ¼    ¼ mðd1Þ ¼ 0; n ¼ 1:
* les r!esidus et contenus spetsiaux correspondent aux poids
mð0Þ ¼ 1;mð1Þ ¼    ¼ mðd1Þ ¼ 0; n ¼ 1:
Soit l une d-partition.
* Le r!esidu charg!e de l est le polyn #ome de Laurent d!eﬁni par
ResclðxÞ :¼
Xj¼d1
j¼0
xm
ðjÞ
Res
ðjÞ
l ðxnÞ:
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hcðd1ÞÞ; o "u
hcð0Þ :¼ hð0Þ  mð0Þ; hcð1Þ :¼ hð1Þ  mð1Þ; . . . ; hcðd1Þ :¼ hðd1Þ  mðd1Þ;
et on appelle hauteur m-charg !ee de l et on note hcl le plus grand des
nombres constituant la ðd;mÞ-hauteur charg!ee, i.e. le nombre d!eﬁni par
hcl :¼ maxfhcð0Þ; hcð1Þ; . . . ; hcðd1Þg:
Avant de d!eﬁnir la notion g!en!erale de ‘‘contenu charg!e’’, nous
commenc¸ons par consid!erer le cas particulier o "u le syst"eme de poids m est
entier (ainsi, n ¼ 1 et, pour tout j (04jod), on a mj 2 Z). Dans ce cas, nous
allons d!eﬁnir le contenu charg!e comme le contenu d’un certain symbole.
3.2. D!efinition. Supposons le syst"eme de poids m ¼ ðmð0Þ;mð1Þ; . . . ;
mðd1Þ; nÞ entier.
Le symbole m-charg!e standard de l est alors la famille de b-nombres
d!eﬁnie par
Bcl :¼ ðBcð0Þ;Bcð1Þ; . . . ;Bcðd1ÞÞ
o "u, pour tout j (04j4d  1), on a
BcðjÞ :¼ bðjÞ½hcl  hcðjÞ:
Ainsi, le symbole charg!e standard de l est un tableau de nombres arrang!es
en d lignes num!erot!ees de 0 "a d  1 tel que la j-i"eme ligne soit de longueur
mðjÞ þ hcl:
Un symbole m-charg !e de l est un symbole d!eduit du symbole m-charg!e
standard par d!ecalage de toutes les lignes d’un m#eme entier.
Exemple. Prenons d ¼ 2; et l ¼ ðlð0Þ; lð1ÞÞ avec lð0Þ ¼ ð2; 1Þ et lð1Þ ¼
ð1Þ: Choisissons m ¼ ðmð0Þ;mð1ÞÞ avec mð0Þ ¼ 1 et mð1Þ ¼ 4; et n ¼ 1: On a
hcl ¼ 3; et
Bcl ¼
1 3
0 1 2 3 4 5 7
 !
Pour tout j (04jod), on pose lðjÞ :¼ mðjÞ þ hcl; et on note
BcðjÞ ¼ ð aðjÞ1 aðjÞ2    aðjÞlj Þ
la j-i"eme ligne du symbole charg!e standard.
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‘‘l’ensemble avec r!ep!etition’’
Contcl ¼ Bcð0Þ [ Bcð1Þ [    [ Bcðd1Þ;
ou encore (avec les notations ci-dessus) le polyn #ome d!eﬁni par
ContclðxÞ :¼
X
04j4d1
14i4lðjÞ
xa
ðjÞ
i :
On d!eﬁnit aussi le ‘‘contenu charg!e par ligne’’:
Contc
ðjÞ
l ðxÞ :¼
X
14i4lðjÞ
xa
ðjÞ
i :
En explicitant les d!eﬁnitions ci-dessus, on trouve ContclðxÞ :¼P
04j4d1 Contc
ðjÞ
l ðxÞ et
Contc
ðjÞ
l ðxÞ ¼
xb
ðjÞ
1
þhclhðjÞþmðjÞ þ xbðjÞ2 þhclhðjÞþmðjÞ þ    þ xb
ðjÞ
hðjÞ
þhclhðjÞþmðjÞ
þx
hclhðjÞþmðjÞ  1
x 1 :
8><
>:
Ce qui pr!ec"ede justiﬁe la d!eﬁnition g!en!erale du contenu charg!e (sans plus
supposer que le syst"eme de poids est entier, i.e., sans plus supposer que n ¼ 1
ni que les mðjÞ sont entiers).
D!efinition. Le contenu charg!e de l est la fraction rationnelle (en une
puissance fractionnaire de x) d!eﬁnie par les formules
ContclðxÞ :¼
P
04j4d1
Contc
ðjÞ
l ðxÞ;
Contc
ðjÞ
l ðxÞ
:¼
xnb
ðjÞ
1
þn:hclnhðjÞþmðjÞ þ xnbðjÞ2 þn:hclnhðjÞþmðjÞ þ    þ xnb
ðjÞ
hðjÞ
þn:hclnhðjÞþmðjÞ
þx
n:hclnhðjÞþmðjÞ  1
xn  1 :
8><
>:
8>>>>><
>>>>>:
3.3. Lemme. On a
xn:hclðxn  1ÞResclðxÞ ¼ ContclðxÞ 
Xj¼d1
j¼0
xn:hclþm
ðjÞ  1
xn  1 :
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dessus):
xnh
ðjÞ ðxn  1ÞResðjÞl ðxnÞ ¼ xnb
ðjÞ
1 þ xnbðjÞ2 þ    þ xnb
ðjÞ
hðjÞ  x
nhðjÞ  1
xn  1 :
En multipliant les deux membres de l’!egalit!e pr!ec!edente par xn:hclnh
ðjÞþmðjÞ ;
on obtient
xn:hclðxn  1ÞxmðjÞResðjÞl ðxnÞ
¼
xnb
ðjÞ
1
þn:hclnhðjÞþmðjÞ þ xnbðjÞ2 þn:hclnhðjÞþmðjÞ þ    þ xnb
ðjÞ
hðjÞ
þn:hclnhðjÞþmðjÞ
þx
n:hclnhðjÞþmðjÞ  1
xn  1 
xn:hclþm
ðjÞ  1
xn  1 :
8><
>:
Il reste "a sommer la formule ci-dessus (j variant de 0 "a d  1) pour obtenir
la formule annonc!ee. ]
3.4. Proposition. Supposons le poids ðmð0Þ;mð1Þ; . . . ;mðd1Þ; nÞ fix !e.
Soient l et m deux d-partitions. Les assertions suivantes sont !equivalentes.
(i) ResclðxÞ ¼ RescmðxÞ
(ii) ContclðxÞ ¼ ContcmðxÞ:
D!emonstration. ðiÞ ) ðiiÞ: Comme la valuation de ResðjÞl ðxÞ est 1 hðjÞ;
la valuation de xðjÞResðjÞl ðxÞ est 1 ðhðjÞ mðjÞÞ; i.e., avec les notations
introduites pr!ec!edement, 1 hcðjÞ: Il en r!esulte que la valuation de ResclðxÞ
est 1 hcl:
Ainsi, si ResclðxÞ ¼ RescmðxÞ; on voit que hclðxÞ ¼ hcmðxÞ; et gr#ace au
Lemme 3.3 on voit alors que ContclðxÞ ¼ ContcmðxÞ:
ðiiÞ ) ðiÞ: En faisant x ¼ 1 dans l’!egalit!e du Lemme 3.3, on obtient
Contclð1Þ ¼ d:hcl þ
Xj¼d1
j¼0
mðjÞ:
Ceci montre que, si ContclðxÞ ¼ ContcmðxÞ; on a hcl ¼ hcm; et le Lemme 3.3
montre alors que ResclðxÞ ¼ RescmðxÞ: ]
3.B. Rappels sur les alg"ebres de Ariki-Koike}Voir aussi [Mat1].
[Pour tous les r!esultats bri"evement rappel!es ici, on peut se reporter "a
l’article originel [Arko] de Ariki et Koike.]
Notons Wd;r le groupe de type Gðd; 1; rÞ:
* Alg"ebre de Ariki-Koike g!en!erique.
BROUE´ ET KIM110L’alg"ebre de Ariki-Koike de Wd;r (d!ecrite au } 2 ci-dessus) est l’alg"ebre
HðWd;rÞ engendr!ee sur l’anneau de polyn #omes de Laurent en d þ 1
ind!etermin!ees
Od :¼ Z½u0; u1; . . . ; ud1; u10 ; u11 ; . . . ; u1d1; x; x1
par des !el!ements s; t1; t2; . . . ; tr1 satisfaisant les relations de tresses
symbolis!ees par le diagramme
et les relations
ðs u0Þðs u1Þ    ðs ud1Þ ¼ ðtj  xÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour14jorÞ:
* !El!ements de Murphy et base de HðWd;rÞ:
On pose
l1 :¼ s; l2 :¼ x1t1l1t1; . . . ; lj :¼ x1tj1lj1tj1; . . . ; lr :¼ x1tr1lr1tr1;
et on appelle !el!ements de Murphy les !el!ements l1; l2; . . . ; lr:
On a alors les relations suivantes (cf. [Arko, 1, 3.3])
lilj ¼ lilj pour tous i; j 2 f1; 2; . . . ; rg;
ðliþ1liÞti ¼ tiðliþ1liÞ pour tout i 2 f1; 2; . . . ; r 1g;
tilk ¼
liti þ ðx 1Þliþ1 si k ¼ i þ 1;
liþ1ti  ðx 1Þliþ1 si k ¼ i;
lkti si kai; i þ 1;
8><
>:
8>>>><
>>>:
On note AðWd;rÞ la sous-alg"ebre commutative de HðWd;rÞ engendr!ee par
ðl1; l2; . . . ; lrÞ; et on note Tr la sous-alg"ebre engendr!ee par ðt1; t2; . . . ; tr1Þ:
L’alg"ebre Tr est isomorphe "a l’alg"ebre de Hecke usuelle du groupe
sym!etrique Sr sur Z½x; x1; et on a
HðWd;rÞ ¼AðWd;rÞTr ¼TrAðWd;rÞ:
Si ðti1 ; ti2 ; . . . ; til Þ correspond "a une d!ecomposition r!eduite d’un !el!ement w 2
Sr; on rappelle que l’!el!ement ti1 ti2    til ne d!epend que de w; on le note tw:
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fln11    lnrr tw j ð04niodÞðw 2 SrÞg et ftwln11    lnrr j ð04niodÞðw 2 SrÞg:
* Modules de Specht.
Pour chaque d-partition l ¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ de rang r; consid!erons
le Od-module libre de base la famille des tableaux standards de forme l: On
y d!eﬁnit une structure deHðWd;rÞ-module (cf. [ArKo,Ar1,GrLe]), de sorte
que les vecteurs de la base sus-mentionn!ee soient tous vecteurs propres des
!el!ements de Murphy. Le HðWd;rÞ-module ainsi obtenu est not!e Spl et est
appel!e le module de Specht associ!e "a l:
Soit Kd :¼ Qðu0; u1; . . . ; ud1; xÞ le corps des fractions de Od : Le
KdHðWd;rÞ-module KdSpl obtenu par extension des scalaires est absolu-
ment irr!eductible, et tout KdHðWd;rÞ-module irr!eductible est isomorphe "a
un module de ce type. On note wl le caract"ere (absolument irr!eductible) du
KdHðWd;rÞ-module KdSpl:
* !El!ements de Schur.
Malle et Mathas [MaMa] ont d!emontr!e l’existence de la forme canonique
t sur l’alg"ebre g!en!erique HðWd;rÞ: En particulier, les hypoth"eses 2.1 sont
satisfaites.
Ses !el!ements de Schur ont !et!e calcul!es dans [GIM] (voir ci-dessous, } 3.D
pour plus de d!etails). Un !el!ement de l’anneau Od divise un des !el!ements de
Schur si et seulement si il divise le polyn #ome de Laurent
sd;r :¼
Yl¼r1
l¼1
ðxl þ xl1 þ    þ 1Þ
Y
04iojod
rokor
ðxkuj  uiÞ;
calcul!e par Ariki [Ar1].
* Sur le centre de HðWd;rÞ:
Notons r1; r2; . . . ; rr les fonctions sym!etriques !el!ementaires en les
!el!ements de Murphy. Ainsi, on a
rm ¼
X
i1oi2ooim
li1li2   lim pour tout m ¼ 1; 2; . . . ; r:
Comme not!e par de nombreux auteurs (cf. par exemple [ArKo,Gro]), il
r!esulte du th!eor"eme de Bernstein sur le centre de l’alg"ebre de Hecke afﬁne
que l’anneau Od ½r1; r2; . . . ; rr est contenu dans le centre ZHðWd;rÞ de
H(Wd,r).
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Pour tout j ð04jodÞ; l’!el!ement rj agit sur le module de Specht Spl par
multiplication par un scalaire que l’on note olðrjÞ:
Les !el!ements olðrjÞ se calculent de la mani"ere suivante.
* On d!eﬁnit la famille d’entiers ðcðjÞl ðsÞÞð04jodÞðs2ZÞ par la condition
Res
ðjÞ
l ðxÞ ¼
X
s2Z
c
ðjÞ
l ðsÞxs pour tout j tel que 04jod:
Noter que c
ðjÞ
l ðsÞ50; que cðjÞl ðsÞ est nul pour presque tout s 2 Z et queP
s2Z c
ðjÞ
l ðsÞ ¼ jlðjÞj:
* On d!eﬁnit un polyn #ome PlðtÞ 2 Od ½t par la formule
PlðtÞ :¼
Y
04jod
s2Z
ðt uðjÞxsÞcðjÞl ðsÞ:
Noter que deg PlðtÞ ¼ r:
On a alors
PlðtÞ ¼ tr  olðr1Þtr1 þ    þ ð1ÞjolðrjÞtrj þ    þ ð1ÞrolðrrÞ:
Plus g!en!eralement, soit R un anneau, et soit Od !i R un morphisme. Pour
a 2 Od ; on pose %a :¼ iðaÞ: On pose RHðWd;rÞ :¼ RiHðWd;rÞ; et pour h 2
HðWd;rÞ; on note %h son image dans RHðWd;rÞ:
Soit l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ une d-partition.
Pour tout j ð04jodÞ; notons %olðrjÞ l’image de olðrjÞ dans R: On calcule
alors les !el!ements %olðrjÞ de la mani"ere suivante (cf. par exemple [GrLe,
d!emontration de 5.9]).
* Soit x 2 R: Pour tout j ð04jodÞ; on note cðjÞl;RðxÞ le nombre de cases
ðk; lÞ du diagramme de Young Y ðjÞl de lðjÞ telles que uðjÞ %xðlkÞ ¼ x: On
appelle contenu de ðl;fÞ en x l’entier d!eﬁni par
clRðxÞ :¼
Xj¼d1
j¼0
c
ðjÞ
l;RðxÞ:
* On note PlRðtÞ l’!el!ement de R½t d!eﬁni par
PlRðtÞ :¼
Y
x2R
ðt  xÞclRðxÞ:
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PlRðtÞ ¼ tr  %olðr1Þtr1 þ    þ ð1Þj %olðrjÞtrj þ    þ ð1Þr %olðrrÞ:
Le th !eor "eme de Grojnowski. Soit k un corps et soit i : Od ! k un
morphisme. Comme ci-dessus, les images par i sont not!ees avec une
barre.
Le r!esultat suivant est d #u "a Grojnowski [Gro]. Il d!emontre en particulier
(cf. ci-dessous 3.7) une conjecture !enonc!ee par Graham et Lehrer ([GrLe,
5.10]).
3.6. Th!eor"eme. Les blocs de la k-alg"ebre kHðWd;rÞ sont les blocs de la
sous-alg"ebre centrale k½ %r1; %r2; . . . ; %rr:
Gr#ace au Lemme 3.5 et "a la proposition 1.8, ce th!eor"eme peut #etre
reformul!e de la fac¸on suivante.
3.7. Th!eor"eme. Soient l et m deux d-partitions de rang r. Les assertions
suivantes sont !equivalentes.
(i) Les kHðWd;rÞ-modules kSpl et kSpm sont dans le m #eme bloc.
(ii) PlkðtÞ ¼ PmkðtÞ:
(iii) Pour tout x 2 k; on a clkðxÞ ¼ cmkðxÞ:
3.C. Blocs de Rouquier des alg "ebres de Ariki-Koike cyclotomiques
On suppose K  QðzdÞ: Soit z 2 lðKÞ; et soit
f :
uj/z
j
dðz1qÞm
ðjÞ ð04jodÞ;
x/ðz1qÞn
(
une sp!ecialisation z-cyclotomique.
Remarquons tout d’abord que
3.8. la KðqÞ-alg"ebre KðqÞHfðWd;rÞ est (semi-simple) d!eploy !ee.
En effet, les modules de SpechtKdSp
l sont tous absolument irr!eductibles,
donc l’alg"ebre KdHðWd;rÞ est d!eploy!ee. Il r!esulte donc du th!eor"eme de
d!eformation de Tits que pour tout morphisme Od ! k de Od vers un
corps k tel que kHðWd;rÞ est semi-simple, la k-alg"ebre kHðWd;rÞ est
d!eploy!ee.
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3.9. Proposition. Les id!eaux maximaux de ZK qui sont mauvais pour
HfðWd;rÞ sont les id!eaux maximaux qui contiennent un !el!ement de la forme
ð1 zijd Þ o "u ði; jÞ est une paire d’entiers telle que 04iaj4d  1; et telle qu’il
existe un entier k avec rokor et knþ mðjÞ ¼ mðiÞ:
D!emonstration. Le polyn #ome de Laurent sd;r d!eﬁni ci-dessus se sp!ecialise
en
fðsd;rÞ ¼
Yl¼r1
l¼1
ððz1qÞnl þ ðz1qÞnðl1Þ þ    þ 1Þ

Y
04iojod
rokor
ððz1qÞnkzjdðz1qÞm
ðjÞ  zidðz1qÞm
ðiÞ Þ:
On voit donc qu’un id!eal maximal p de ZK divise fðsd;rÞ si et seulement si
* il existe une paire d’entiers ði; jÞ ð04iaj4d  1Þ et un entier k
ðrokorÞ tels que kn þ mðjÞ ¼ mðiÞ;
* p divise ðzjd  zidÞ: ]
3.10. Corollaire. Si jnj > jmjj pour tout j ¼ 0; 1; . . . ; d  1; il n’y a pas
d’id!eal maximal de ZK mauvais pour HfðWd;rÞ: Dans ce cas, les blocs de
Rouquier de HfðWd;rÞ sont tous r!eduits "a un !el!ement.
D!emonstration. La condition knþ mðjÞ ¼ mðiÞ montre en effet que tous
les id!eaux maximaux de Z½zd  sont bons pour l’alg"ebre Hq;dðWd;rÞ: La
derni"ere assertion r!esulte alors de la Proposition 1.31, et du fait que toutes
les caract"eres de Hq;dðWd;rÞ sont "a valeurs dans KðqÞ (cf. 3.8 ci-dessus). ]
Exemple. Rappelons que l’alg"ebre Hq;dðWd;rÞ est d!eﬁnie par la
sp!ecialisation suivante de l’alg"ebre de Ariki-Koike:
uj/q
j pour 04jod; x/qd ;
i.e.,
ðs 1Þðs qÞ    ðs qd1Þ ¼ ðtj  qdÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour14jorÞ:
La Corollaire 3.10 montre alors que
3.11. Les blocs de Rouquier de l’alg "ebre Hq;dðWd;rÞ sont tous r!eduits "a un
!el !ement
Remarque. L’alg"ebreHq;dðWd;rÞ est une des alg"ebres cyclotomiques qui
interviennent dans la classiﬁcation des ‘‘d-s!eries de Harish-Chandra’’ du
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que ses blocs soient tous r!eduits "a un seul !el!ement est compatible avec le fait
que les familles de caract"eres unipotents de GLdrðqÞ sont elles-m#emes
r!eduites "a un seul !el!ement.
Blocs de Rouquier. Pour p un id!eal maximal de ZK ; on rappelle que l’on
note Fp :¼ ZK=p le corps r!esiduel correspondant, et que le corps r!esiduel
correspondant de l’anneau de Rouquier RKðqÞ est kp :¼ FpðqÞ:
Soit x 2 kp: Soit l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ une d-partition. On pose
clpðxÞ :¼ clkpðxÞ: Ainsi, on a clpðxÞ ¼
Pj¼d1
j¼0 c
ðjÞ
l;kp
ðxÞ (on rappelle que l’on
note c
ðjÞ
l;kp
ðxÞ le nombre de cases ðk; lÞ du diagramme de Young Y ðjÞl de lðjÞ
telles que zjdðz1qÞm
ðjÞþnðlkÞ ¼ x).
Si l est une d-partition de rang r; on note ðwlÞf le caract"ere absolument
irr!eductible de HfðWd;rÞ d!eﬁni par la sp!ecialisation correspondante du
module de Specht Spl:
3.12. Th!eor"eme. Soient l et m deux d-partitions de rang r: Soit p un id !eal
maximal de Z½zd : Les assertions suivantes sont !equivalentes.
(i) Les caract "eres ðwlÞf et ðwmÞf sont dans le m#eme p-bloc de l’alg "ebre
RKðqÞHfðWd;rÞ:
(ii) Pour tout x 2 FpðqÞ; on a clpðxÞ ¼ cmpðxÞ:
D!emonstration. D’apr"es la Proposition 1.15, on sait que le morphisme
de r!eduction modulo p induit une bijection entre les p-blocs de l’alg"ebre
RKðqÞHfðWd;rÞ et les blocs de l’alg"ebre FpðqÞHfðWd;rÞ: Le Th!eor"eme 3.12
est alors une cons!equence imm!ediate du Th!eor"eme 3.7. ]
Dans tout ce qui suit, nous consid!erons le syst"eme de poids (cf. ci-dessus)
m :¼ ðmð0Þ;mð1Þ; . . . ;mðd1Þ; nÞ:
Les r!esidus (charg!es) et les contenus (charg!es) des d-partitions consid!er!ees
dans ce qui suit sont calcul!es par rapport "a ce syst"eme de poids m:
3.13. Th!eor"eme. Soient l et m deux d-partitions de rang r. Les assertions
suivantes sont !equivalentes.
(i) ðwlÞf et ðwmÞf sont dans le m #eme bloc (de Rouquier) de l’alg "ebre
RQðzd ÞðqÞHfðWd;rÞ:
(ii) ResclðxÞ ¼ RescmðxÞ:
BROUE´ ET KIM116(iii) ContclðxÞ ¼ ContcmðxÞ:
D!emonstration. Remarquons tout d’abord que, !etant donn!es p un id!eal
maximal de Z½zd ; s 2 Z et a 2 Fp; on a, pour tout j ð04jodÞ
c
ðjÞ
l;pðaqsÞ ¼ jfðk; lÞ 2 Y ðjÞl j ðzjdzm
ðjÞnðlkÞ  amod pÞ
 ðmðjÞ þ nðl  kÞ ¼ sÞgj: ð3:14Þ
Il en r!esulte que
Resc
ðjÞ
l ðxÞ ¼
X
s2Z
X
a2Fp
c
ðjÞ
l;pðaqsÞ
0
@
1
Axs: ð3:15Þ
ðiÞ ) ðiiÞ: D’apr"es la proposition 1.13, il sufﬁt de d!emontrer que si p est
un id!eal maximal de Z½zd  tel que ðwlÞf et ðwmÞf sont dans le m#eme p-bloc de
l’alg"ebre RKðqÞHfðWd;rÞ; alors ResclðxÞ ¼ RescmðxÞ:
Supposons donc que ðwlÞf et ðwmÞf sont dans le m#eme p-bloc de l’alg"ebre
RKðqÞHfðWd;rÞ: D’apr"es le Th!eor"eme 3.12, on sait que, pour tout x 2
FpðqÞ; on a clpðxÞ ¼ cmpðxÞ:
La formule 3.15 ci-dessus montre alors que ResclðxÞ ¼ RescmðxÞ:
ðiiÞ ) ðiÞ: Supposons ResclðxÞ ¼ RescmðxÞ:
Soit p un id!eal maximal de Z½zd  qui contient 1 zd :
Puisque zd  z  1 mod p; la formule 3.14 ci-dessus montre
* d’une part, que si aa1; alors cðjÞl;pðaqsÞ ¼ 0;
* d’autre part que, pour tout j ð04jodÞ; on a
c
ðjÞ
l;pðaqsÞ ¼ jfðk; lÞ 2 Y ðjÞl j ðmðjÞ þ nðl  kÞ ¼ sÞgj;
d0o "u ResclðxÞ ¼
X
s2Z
clpðqsÞxs:
On voit donc que, pour tout s 2 Z et tout a 2 Fp; on a clpðaqsÞ ¼ cmpðaqsÞ;
et par cons!equent d’apr"es le Th!eor"eme 3.12, les caract"eres ðwlÞf et ðwmÞf sont
dans le m#eme p-bloc de RQðzd ÞðqÞHfðWd;rÞ; donc dans le m#eme bloc.
ðiiÞ , ðiiiÞ a !et!e d!emontr!e pr!ec!edemment (cf. 3.4). ]
Blocs de Rouquier et symboles charg!es. Nous allons appliquer les r!esultats
pr!ec!edents "a la d!etermination des blocs de Rouquier des alg"ebres
cyclotomiques de Ariki-Koike d!eﬁnies par une sp!ecialisation correspondant
"a un syst"eme de poids ðmð0Þ;mð0Þ; . . . ;mðd1Þ; nÞ entier, i.e., une sp!ecialisation
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f :
uj/z
j
dðz1qÞm
ðjÞ ð04jodÞ;
q/z1q;
(
o "u pour tout j ð04jodÞ; on a mðjÞ 2 Z:
Remarquons que ce cas contient celui de l’alg"ebre spetsiale (cf. [BMM,
}6]), qui est l’alg"ebre 1-cyclotomique HsqðWd;rÞ d!eﬁnie par les relations
ðs qÞðsd1 þ . . .þ sþ 1Þ ¼ ðtj  qÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour 04jorÞ:
Puisque le syst"eme de poids est entier, il r!esulte du } 3.A ci-dessus que le
contenu charg!e d’une d-partition l est le contenu d’un certain symbole Bcl;
le symbole charg!e de l (cf. les d!eﬁnitions 3.2 et les remarques suivantes).
3.16. Th!eor"eme. Soient l et m deux d-partitions de rang r. Soient B et C
deux symboles charg !es associ !es respectivement "a l et "a m; obtenus
respectivement par d!ecalage simultan !e de toutes les lignes de Bcl et Bcm par
un m#eme entier. Les assertions suivantes sont !equivalentes
(i) Les contenus de B et de C sont !egaux
(ii) Les caract "eres ðwlÞf et ðwmÞf sont dans le m #eme bloc de Rouquier de
l’alg "ebre de Ariki-Koike cyclotomique HfðWd;rÞ:
D!emonstration. Il est clair que les contenus de B et de C sont !egaux si et
seulement si les contenus de Bcl et Bcm le sont, donc si et seulement si
ContclðxÞ ¼ ContcmðxÞ: Le Th!eor"eme 3.16 r!esulte alors du Th!eor"eme
3.13. ]
3.D. Invariants a et A des blocs de Rouquier
Les !el!ements de Schur revisit !es. Soit B une famille de d sous-ensembles
ﬁnis ðBð0Þ;Bð1Þ; . . . ;Bðd1ÞÞ de N: On d!eﬁnit les deux !el!ements suivants de Od :
dBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ :¼
Q
04i4jod
ða;bÞ2BðiÞBðjÞ
a>b si i¼j
ðqaui  qbujÞ;
yBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ :¼
Q
04i;jod
a2BðiÞ
14k4a
ðqkui  ujÞ:
8>>>><
>>>>:
Dans tout ce qui suit, les entiers positifs d et r sont ﬁx!es.
Soit l ¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ une d-partition de rang r: Soit B ¼ ðBð0Þ;
Bð1Þ; . . . ;Bðd1ÞÞ un symbole ordinaire associ!e "a l: On note hB (ou plus
BROUE´ ET KIM118simplement h) la hauteur de B: Ainsi, pour tout j ð04jodÞ on a
BðjÞ ¼ ðaðjÞ1 ; aðjÞ2 ; . . . ; aðjÞh Þ:
Noter que h est au moins !egal "a la hauteur de l:
On d!eﬁnit les !el!ements
sB; tB; jBj 2 N; nBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ 2 Od
par les formules suivantes:
sB :¼
d
2
 !
hB
2
 !
þ rðd  1Þ;
tB :¼
dðhB  1Þ þ 1
2
 !
þ dðhB  2Þ þ 1
2
 !
þ . . . ;
jBj :¼ P
04iod
a2BðiÞ
a;
nBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ :¼
Q
04iojod
ðui  ujÞhByBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ:
8>>>>>>>><
>>>>>>>:
Le r!esultat suivant est une reformulation du calcul de l’!el!ement de Schur
sl associ!e "a l; calcul d #u "a [GIM] (voir aussi [Mat2]) et conjectur!e par Malle
(cf. [Ma1, } 2]): on donne ici une expression de sl en fonction d’un symbole
ordinaire associ!e "a l (et non en fonction d’un symbole spetsial comme dans
[Ma1]).
3.17. Proposition. Soit slðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ l’!el !ement de Schur associ !e
au module de Specht Spl de l’alg "ebre g!en!erique de Ariki-Koike HðWd;rÞ: Soit
B un symbole ordinaire associ !e "a l: On a
slðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ :¼ ðq 1Þ
Y
04iod
ui
 !r
ð1ÞsBqtBjBjþr
 nBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ
dBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ
D !emontration. On laisse au lecteur le soin de v!eriﬁer que la partie de
droite de l’!egalit!e "a d!emontrer ne change pas si on d!ecale simultan!ement
toutes les lignes de B par le m#eme entier.
D!esignons par Bs le symbole spetsial (associ!e "a l) obtenu en d!ecalant de 1
la premi"ere ligne Bð0Þ de B:D’apr"es [GIM, Corollary 1.5] (o "u sont consid!er!es
les inverses des !el!ements de Schur), on sait que l’!el!ement de Schur
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EBsðq; q1u0; u1; . . . ; ud1Þ;
avec
EBsðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ :¼ ðq 1Þ
Y
04iod
ui
 !r
ð1ÞsBqtB
 nBsðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ
dBsðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ
o "u le polyn #ome nBs associ!e au symbole spetsial Bs est d!eﬁni par la formule:
nBsðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ :¼
Y
04iojod
ðui  ujÞhByBsðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ:
* Un calcul soigneux montre que
dBsðq; q1u0; u1; . . . ; ud1Þ ¼ dBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ
Y
j>0
b2BðjÞ
ðq1u0  qbujÞ

Y
a2Bð0Þ
ðqau0  q1u0Þ;
* et que
nBsðq; q1u0; u1; . . . ; ud1Þ ¼ nBðq; u0; u1; . . . ; ud1Þ
Q
j>0 ðq1u0  ujÞhBQ
j>0ðu0  ujÞhB

Y
a2Bð0Þ
j>0
ðu0  ujÞ
Y
a2Bð0Þ
ðqau0  q1u0Þ
Y
a2Bð0Þ
14k4a
q1

Y
i>0
a2BðiÞ
qaui  q1u0
ui  q1u0
Y
i>0
a2BðiÞ
14k4a
q1:
L’!egalit!e "a d!emontrer r!esulte des deux !egalit!es ci-dessus. ]
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f :
uj/z
j
dðz1qÞm
ðjÞ ð04jodÞ;
q/ðz1qÞn:
(
On pose m ¼ ðmð0Þ;mð2Þ; . . . ;mðd1Þ; nÞ:
Pour toute d-partition l de rang r; on note ðslÞf l’!el!ement de Schur du
caract"ere irr!eductible ðwlÞf de l’alg"ebre de Ariki-Koike cyclotomique
HfðWd;rÞ:
3.18. Proposition. Soient l et m deux d-partitions de rang r. On suppose
qu’elles ont le m #eme contenu, i.e., que les caract "eres ðwlÞf et ðwmÞf sont dans le
m #eme bloc de Rouquier. Alors on a
aððslÞfÞ ¼ aððsmÞfÞ et AððslÞfÞ ¼ AððsmÞfÞ:
D !emonstration. Gr#ace "a la Proposition 2.9, on sait que
aððslÞfÞ þ AððslÞfÞ ¼ aððsmÞfÞ þ AððsmÞfÞ:
Il sufﬁt donc de d!emontrer que AððslÞfÞ ¼ AððsmÞfÞ:
Nous faisons la d!emonstration dans le cas particulier o "u le syst"eme de
poids m est entier, ce qui nous permet d’utiliser les symboles et leurs d!ecal!es,
laissant au lecteur le soin d’adapter la d!emonstration au cas g!en!eral.
Nous commenc¸ons par quelques remarques g!en!erales sur les symboles et
leurs d!ecal!es.
* Si B est une famille de d sous-ensembles ﬁnis ðBð0Þ;Bð1Þ; . . . ;Bðd1ÞÞ
de N; le contenu de B est ‘‘l’ensemble avec r!ep!etition’’ des !el!ements
constituant Bð0Þ [ Bð1Þ [    [ Bðd1Þ; i.e., le polyn #ome
ContBðxÞ :¼
X
04jod
a2BðjÞ
xa:
* Soit
B ¼
Bð0Þ ¼ að0Þ1 að0Þ2    að0Þh
Bð1Þ ¼ að1Þ1 að1Þ2    að1Þh
..
. ..
. ..
. ..
.    ...
Bðd1Þ ¼ aðd1Þ1 aðd1Þ2    aðd1Þh
8>>>><
>>>:
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 le symbole
d!eﬁni par la condition
B½mðjÞ :¼ BðjÞ½mðjÞ;
i.e., le symbole dont la j-i"eme ligne est:
ð0; 1; . . . ;mðjÞ  1; aðjÞ1 þ mðjÞ; aðjÞ2 þ mðjÞ; . . . ; aðjÞh þmðjÞÞ:
Alors B½m est un symbole m-charg!e associ!e "a l:
* Notons B½m0 le ‘‘rectangle de largeur h "a droite’’ du symbole
pr!ec!edent, i.e., le tableau de nombres
B½m0 ¼
að0Þ1 þ mð0Þ að0Þ2 þ mð0Þ    að0Þh þ mð0Þ
að1Þ1 þ mð1Þ að1Þ2 þ mð1Þ    að1Þh þ mð1Þ
..
. ..
. ..
. ..
.
aðd1Þ1 þ mðd1Þ aðd1Þ2 þ mðd1Þ    aðd1Þh þ mðd1Þ
8>>>><
>>>>:
Les contenus respectifs de B½m0 et de B½m se d!eterminent l’un l’autre, gr#ace
"a la formule
ContB½mðxÞ ¼ ContB½m0 ðxÞ þ
Xj¼d1
j¼0
xm
ðjÞ  1
x 1 :
On voit aussi que hB est d!etermin!e par le contenu de B½m; puisque
dhB ¼ ContB½m0 ð1Þ:
* On note aussi que
jB½mj ¼ jBj þ
Xj¼d1
j¼0
mðjÞ
2
 !
þ h
Xj¼d1
j¼0
mðjÞ;
donc jBj est d!etermin!e par jB½mj; donc par ContB½mðxÞ puisque
jB½mj ¼ d
dx
ðContB½mðxÞÞjx¼1 :
D!emontrons maintenant que AððslÞfÞ ne d!epend que du contenu de B½m:
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AððslÞfÞ ¼ r
Pj¼d1
j¼0
mðjÞ  jBj þ tB 
P
04i4jod
ða;bÞ2BðiÞBðjÞ
a>b si i¼j
maxfaþ mðiÞ; bþ mðjÞg
þ hB
P
04iojod
maxfmðiÞ;mðjÞg þ P
04i;jod
a2BðiÞ
14k4a
maxfk þ mðiÞ;mðjÞg:
8>>>><
>>>>>:
D’une part, on a
X
04i4jod
ða;bÞ2BðiÞBðjÞ
a>b si i¼j
maxfaþ mðiÞ; bþ mðjÞg
¼ 1
2
X
04iajod
ða;bÞ2BðiÞBðjÞ
maxfaþ mðiÞ; bþmðjÞg
þ
X
04iod
ða;b2BðiÞÞða>bÞ
maxfaþ mðiÞ; bþmðiÞg
¼ 1
2
X
04iajod
ða;bÞ2BðiÞBðjÞ
maxfaþ mðiÞ; bþ mðjÞg
þ 1
2
X
04iod
a;b2BðiÞ
aab
maxfaþ mðiÞ; bþ mðiÞg
¼ 1
2
X
ða;bÞ2B½m0B½m0
maxfa; bg  1
2
X
a2B½m0
a;
et cette derni"ere expression est manifestement d!etermin!ee par le contenu de
B½m:
FAMILLES DE CARACTE`RES DES ALGE`BRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES 123D’autre part, on aX
04i;jod
a2BðiÞ
14k4a
maxfk þ mðiÞ;mðjÞg ¼
X
04i;jod
a2BðiÞ
14k4aþmðiÞ
maxfk;mðjÞg

X
04i;jod
a2BðiÞ
14k4mðiÞ
maxfk;mðjÞg
¼
X
04i;jod
a2B½m0ðiÞ
14k4a
maxfk;mðjÞg

X
04i;jod
a2B½m0ðiÞ
14k4mðiÞ
maxfk;mðjÞg;
ce qui est manifestement d!etermin!e par le contenu de B½m:
Ainsi, on peut r!e!ecrire AðslÞ sous la forme suivante, qui montre que cette
valeur ne d!epend que du contenu de B½m:
AððslÞfÞ ¼ r
Pj¼d1
j¼0
mðjÞ  jBj þ tB
hB
P
04i;jod
14k4mðiÞ
maxfk;mðjÞg  P
04iojod
maxfmðiÞ;mðjÞg
0
B@
1
CA
1
2
P
ða;bÞ2B½m0B½m0
maxfa; bg þ 1
2
P
a2B½m0
a
þ P
04jod
a2B½m0
14k4a
maxfk;mðjÞg: ]:
8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:
3.E. Une alg"ebre 1-cyclotomique particuli"ere
On d!esigne par Hd;r la sp!ecialisation de l’alg"ebre de Ariki-Koike
g!en!erique HðWd;rÞ (cf. ci-dessus, } 3.B) obtenue en posant uj ¼ zjd pour
j ¼ 0; . . . ; d  1: Ainsi, Hd;r est l’alg"ebre engendr!ee sur Z½q; q1 par des
BROUE´ ET KIM124!el!ements s; t1; t2; . . . ; tr1 satisfaisant les relations de tresses symbolis!ees par
le diagramme
et les relations
ðsd  1Þ ¼ ðtj  qÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour 14jorÞ:
Le propri!et!e suivante r!esulte de la proposition 3.9 ci-dessus.
3.19. Proposition. Les id!eaux maximaux de Z½zd  qui sont mauvais pour
l’alg "ebre Hd;r sont les id !eaux maximaux qui contiennent un !el !ement de la
forme 1 zkd pour 04kod:
Remarque. Il r!esulte de la proposition pr!ec!edente que l’!el!ement d ¼
ð1 zdÞð1 z2dÞ    ð1 zd1d Þ est ‘‘enti"erement mauvais’’.
Pour toute d-partition l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ de r; nous d!esignons
maintenant par wl le caract"ere irr!eductible deHd;r associ!e "a l (il s’agit d’un
petit abus de notation, puisque dans ce qui pr!ec"ede, la notation wl d!esignait
le caract"ere du groupe Wd;r associ!e "a l).
D’apr"es le Th!eor"eme 3.16 ci-dessus, les caract"eres wl et wm sont dans le
m#eme bloc de Rouquier de l’alg"ebre Hd;r si et seulement si deux symboles
ordinaires et de m#eme taille de l et m ont le m#eme contenu.
Nous allons d!eterminer les blocs de Rouquier de d!efaut z!ero de l’alg"ebre
Hd;r:
D!efinition. Une d-partition l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ est appel!ee
b!egayante si et seulement si lð0Þ ¼ lð1Þ ¼    ¼ lðd1Þ:
3.20. Proposition. Soit l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ une d-partition de r:
Les propri !et !es suivantes sont !equivalentes.
(i) La d-partition l est b!egayante.
(ii) Le singleton fwlg est un bloc de Rouquier de Hd;r:
(iii) L’!el!ement de Schur sl du caract"ere wl est inversible dans l’anneau de
Rouquier (en d’autres termes, le caract "ere wl est de d!efaut nul pour tous les
id !eaux maximaux de l’anneau de Rouquier).
D!emonstration. ðiÞ ) ðiiÞ: Tout contenu ordinaire de la d-partition l :
¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ avec lð0Þ ¼ lð1Þ ¼    ¼ lðd1Þ est de la forme dðxa1 þ
xa2 þ    þ xahÞ avec a1 > a2 >    > ah; o "u ða1; a2; . . . ; ahÞ est un b-nombre
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m#eme contenu ordinaire. Chacun des entiers aj (j ¼ 1; . . . ; h) intervient d
fois dans ce symbole ordinaire, donc doit appara#ıtre une fois dans chaque
ligne. Il en r!esulte que ce symbole ordinaire est en fait !egal "a celui de l; et par
cons!equent m ¼ l:
ðiiÞ ) ðiÞ: Supposons que ðiÞ n’est pas v!eriﬁ!e, i.e., supposons qu’il existe
j; k 2 f0; 1; . . . ; d  1g; jak; tels que lðjÞalðkÞ: La d-partition obtenue alors
en !echangeant lðjÞ et lðkÞ est diff!erente de l; et a clairement le m#eme contenu
ordinaire, donc d!eﬁnit un caract"ere irr!eductible de Hd;r diff!erent de wl et
pourtant dans le m#eme bloc de Rouquier.
Il est clair (voir la d!eﬁnition des blocs donn!ee au premier paragraphe ci-
dessus) que ðiiiÞ ) ðiiÞ: L’implication ðiiÞ ) ðiiiÞ est !evoqu!ee d’un point de
vue g!en!eral dans la remarque suivant le Lemme 1.29. Nous la d!emontrons
ici par un calcul direct, gr#ace au lemme plus pr!ecis suivant. Nous en
omettons la d!emonstration, une v!eriﬁcation longue et fastidieuse "a partir de
la formule de la Proposition 3.17.
3.21. Lemme. Soit l :¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ une d-partition b!egayante de
r et soient a1 > a2 >    > ah les b-nombres de la partition lð0Þ: Alors
l’!el !ement de Schur sl est un polyn #ome de la forme
sl ¼ qelPlðqÞd ;
avec
el ¼ ðdðh1Þþ12 Þ þ ðdðh2Þþ12 Þ þ    þ ðdþ12 Þ  dðh2Þ  ða1 þ    þ ahÞðd2Þ
d2ðP14ioh aiðh iÞÞ;
PlðqÞ ¼
Qi¼h
i¼1
PiðqÞ; avec
PiðqÞ ¼
Q
14k4ai
8joi;kaaiaj
qkd  1
q 1
 
: ]:
8>>>>>><
>>>>>>:
4. BLOCS DE ROUQUIER DES ALGE`BRES CYCLOTOMIQUES
DES GROUPES Gðd; d; rÞ
4.A. Les alg "ebres cyclotomiques des groupes Gðd; d; rÞ
Le groupe %Wd;r et son alg"ebre de Hecke %Hd;r:
BROUE´ ET KIM126Rappelons que Wd;r d!esigne le groupe Gðd; 1; rÞ; isomorphe "a ldwSr: En
composant le morphisme surjectif naturel Wd;r ! Sr avec le morphisme de
signature, on obtient un morphisme not!e sgn : Wd;r ! l2 ¼ f1;þ1g:
On note det : Wd;r ! ld le d!eterminant, et on note
sgnd : Wd;r ! ld
le morphisme d!eﬁni par l’!egalit!e det ¼ sgn:sgnd :
Le groupe Gðd; d; rÞ est par d!eﬁnition le groupe %W d;r :¼ kerðsgndÞ:
On sait (cf. [BMR, Theorem 2.27]) que le groupe de tresses associ!e est
engendr!e par des !el!ements t1; *t1; t2; . . . ; tr1 satisfaisant les relations de
tresses symbolis!ees par le diagramme
Pour r > 2; ou pour r ¼ 2 et d impair, le groupe %W d;r n’a qu’une seule
orbite sur les hyperplans de r!eﬂexions. Son alg"ebre de Hecke g!en!erique est
donc l’alg"ebre pr!esent!ee sur l’anneau Z½u0; u1; u10 ; u11  par des !el!ements t1;
*t1; t2; . . . ; tr1 satisfaisant les relations de tresses symbolis!ees par le
diagramme ci-dessus, et les relations
ð*t1  u0Þð*t1  u1Þ ¼ ðtj  u0Þðtj  u1Þ ¼ 0 ðpour 14jorÞ:
Par contre, pour r ¼ 2 et d pair, le groupe %W d;r a deux orbites sur les
hyperplans de r!eﬂexions. Son alg"ebre de Hecke g!en!erique est l’alg"ebre
pr!esent!ee sur l’anneau Z½u0; u1; v0; v1; u10 ; u11 ; v10 ; v11  par des !el!ements t1; *t1
satisfaisant les relations de tresses symbolis!ees par le diagramme
et les relations
ðt1  u0Þðt1  u1Þ ¼ ð*t1  v0Þð*t1  v1Þ ¼ 0:
On note %Hd;r la Z½q; q1-alg"ebre, sp!ecialisation 1-cyclotomique de
l’alg"ebre de Hecke g!en!erique de %W d;r; engendr!ee par des !el!ements t1; *t1; t2;
. . . ; tr1 satisfaisant les relations de tresses symbolis!ees par le diagramme ci-
dessus et par les relations
ð*t1  qÞð*t1 þ 1Þ ¼ ðtj  qÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour 14jorÞ:
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On d!esigne par Hd;r la sp!ecialisation de l’alg"ebre de Ariki-Koike
g!en!erique HðWd;rÞ (cf. ci-dessus, } 3.B) obtenue en posant uj ¼ zjd pour
j ¼ 0; . . . ; d  1: Ainsi, Hd;r est l’alg"ebre engendr!ee sur Z½q; q1 par des
!el!ements s; t1; t2; . . . ; tr1 satisfaisant les relations de tresses symbolis!ees par
le diagramme
et les relations
ðsd  1Þ ¼ ðtj  qÞðtj þ 1Þ ¼ 0 ðpour 14jorÞ:
Posons *t1 :¼ s1t1s: La proposition suivante r!esulte de [Ar2], Prop. 1.6, et
de [BMR], 1.17.
4.1. Proposition. (1) La sous-alg "ebre de Hd;r engendr !ee par les
!el !ements t1; *t1; t2; . . . ; tr1 est isomorphe "a %Hd;r: Nous la notons dor !enavant
%Hd;r:
(2) Soit G :¼ hsi: Alors Hd;r est l’alg "ebre sym!etrique du groupe G sur la
sous-alg"ebre %Hd;r:
D!emonstration. L’assertion (1) est explicite dans [Ar2], Prop. 1.6.
V!eriﬁons l’assertion (2).
Le fait que l’alg"ebre %Hd;r est une sous-alg"ebre sym!etrique de Hd;r est
d!emontr!e dans [MaMa] (et not!e dans [BMR, 1.17]).
Rappelons (cf. } 3.B ci-dessus) que Hd;r a pour base la famille
fln11 ln22    lnrr tw j ð04njodÞðw 2 SrÞg ðnoter que l1 ¼ sÞ:
Posons
%lj :¼ sd1lj ¼ s1lj pour 14j4r ðnoter que %l1 ¼ 1Þ:
Il r!esulte de [Ar2, Proposition 1.6] que %Hd;r a pour base la famille
f %ln22    %lnrr tw j ð8j ¼ 2; . . . ; rÞð04njodÞ et ðw 2 SrÞg:
Il est alors clair que
Hd;r ¼
Md1
k¼0
sk %Hd;r: ]
BROUE´ ET KIM1284.B. Les blocs de Rouquier des alg"ebres cyclotomiques des groupes Gðd; d; rÞ
Caract "eres de Hd;r; caract"eres de %Hd;r; d-partitions. On se r!ef"ere
dor!enavant aux notations et aux r!esultats du paragraphe 1.D ci-dessus.
On note encore K :¼ QðzdÞ:
L’op!eration du groupe G_ sur IrrðHd;rÞ correspond "a l’action engendr!ee
par la permutation circulaire des d partitions constituant une d-partition (cf.
aussi par exemple [Ma4, }4.A]):
ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ/ðlðd1Þ; lð0Þ; . . . ; lðd2ÞÞ:
On identiﬁe le groupe G_ au groupe cyclique Cd d’ordre d engendr!e par la
permutation circulaire d!ecrite ci-dessus.
Pour toute d-partition l ¼ ðlð0Þ; lð1Þ; . . . ; lðd1ÞÞ de r; on note %l l’orbite de
l par le groupe Cd :
D’apr"es la Proposition 1.42, on sait que l’on a une partition
Irrð %Hd;rÞ ¼ ’
[
%l
Irrð %Hd;rÞ%l
index!ee par l’ensemble des orbites de Cd sur les d-partitions, caract!eris!ee par
la condition
Res
Hd;r
%Hd;r
wl ¼
X
%w2Irrð %Hd;rÞ%l
%w;
et telle que Irrð %Hd;rÞ%l est une orbite de G dans son action sur Irrð %Hd;rÞ; avec
(cf. la Proposition 1.42)
jG%wj jðCdÞlj ¼ d
o "u G%w (resp. ðCdÞl) d!esigne le stabilisateur de %w dans G (resp. le stabilisateur
de l dans Cd).
Les blocs de Rouquier de %Hd;r:
Le contenu ordinaire (cf. } 3.A) d’une d-partition est manifestement stable
par le groupe Cd : Pour toute orbite %l sous Cd ; on note alors Cont%lðxÞ le
contenu (ordinaire) commun "a toutes les d-partitions constituant %l:
Puisque les blocs de Rouquier de RKðqÞHd;r sont caract!eris!es par le
contenu des d-partitions, ils sont tous stables par G_: Il r!esulte alors de 1.46
ci-dessus que
4.2. Les blocs-idempotents de RKðqÞHd;r appartiennent tous "a la
sous-alg"ebre RKðqÞ %Hd;r; donc sont les idempotents primitifs de
ðZRKðqÞHd;rÞG:
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remarque suivant la proposition 3.19), on peut dire que la
sous-alg"ebre %Hd;r est ‘‘d’indice mauvais’’ dans Hd;r: Les sp!ecialistes de
la th!eorie des blocs des groupes ﬁnis, qui savent bien que les p-blocs-
idempotents d’un groupe appartiennent "a l’alg"ebre de tout sous-groupe
normal d’indice une puissance de p; ne sont pas surpris par la proposition
pr!ec!edente.
Le th!eor"eme ci-dessous d!ecrit les blocs de l’alg"ebre RKðqÞ %Hd;r: !Enonc!e
dans le cas particulier o "u d ¼ 2; il fournit bien la description donn!ee par
Lusztig ([Lu1]) des familles de caract"eres des groupes de Weyl de type Dr:
4.3. Th!eor"eme. (1) Pour toute d-partition b!egayante l de r; les d
singletons f%wg%w2Irrð %Hd;rÞ%l sont des blocs de d!efaut nul de RKðqÞHd;r:
(2) Les autres blocs de RKðqÞHd;r sont en bijection avec les contenus
(ordinaires) des d-partitions non b!egayantes : ce sont les ensembles de
caract "eres de %Hd;r de la forme
’[
%l
Irrð %Hd;rÞ%l
o "u %l parcourt l’ensemble des orbites de d-partitions (non b!egayantes) de
contenu Cont%lðxÞ fix!e.
D!emonstration. (1) Il r!esulte de la Proposition 1.42 que, pour tout %w 2
Irrð %Hd;rÞ%l; son !el!ement de Schur s%w est !egal "a l’!el!ement de Schur swl du
caract"ere correspondant deHd;r: Or on sait, gr#ace au Lemme 3.21, que cet
!el!ement de Schur est inversible dans l’anneau RKðqÞ: On voit donc bien que
chaque singleton f%wg (pour %w 2 Irrð %Hd;rÞ%l) est un bloc de Rouquier, de
d!efaut nul.
(2) Consid!erons maintenant un bloc-idempotent de Rouquier %b de
%Hd;r contenant un !el!ement de Irrð %Hd;rÞ%l o "u l est une partition non
b!egayante. Soit b le bloc-idempotent de Rouquier de Hd;r contenant wl:
Nous allons d!emontrer que %b ¼ b; ce qui !etablira bien l’assertion annonc!ee
(voir les !enonc!es 1.42, 1.43, 1.44 et 1.45 ci-dessus).
Pour cela, d’apr"es la Proposition 1.45, il sufﬁt d’!etablir que %b est stable par
G: Pour d!emontrer cette derni"ere propri!et!e, nous allons utiliser le lemme
suivant.
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premier p de d; il existe une d-partition lðpÞ de r; de m #eme contenu que l; dont
l’ordre du fixateur dans Cd est non divisible par p:
D!emontrons d’abord que le lemme pr!ec!edent !etablit bien l’assertion
annonc!ee. Supposons donc le Lemme 4.4 d!emontr!e.
* On sait que, pour tout %w 2 Irrð %Hd;rÞ%lðpÞ; on a jG_wlðpÞ j jG%wj ¼ d: Il en
r!esulte que jG%wj est divisible par la plus grande puissance de p divisant d:
* Comme (cf. 1.45) on a b ¼ TrðG; %bÞ; on voit que les !el!ements de
Irrð %Hd;rÞ%lðpÞ appartiennent "a des blocs de Rouquier de %Hd;r conjugu!es de %b
par G; donc dont le stabilisateur dans G est !egal "a G %b:
* D’apr"es l’assertion (1) du Lemme 1.43, on voit alors que, pour tout
nombre premier p; jG %bj est divisible par la plus grande puissance de p
divisant d; donc est !egal "a d: On voit donc bien que G %b ¼ G:
D !emonstration. Comme l est non b!egayante, il existe un entier m51 tel
que lð0ÞalðmÞ: On d!esigne alors par lðpÞ la d-partition obtenue "a partir de l
en !echangeant lðmÞ et lððd=pÞ1Þ: Par construction, on voit que la d-partition
lðpÞ n’est pas ﬁxe´e par le g!en!erateur de l’unique sous-groupe d’ordre p de
Cd ; ce qui prouve bien que son stabilisateur est d’ordre premier "a p: ]
Invariance des entiers a%w et A%w:
* La description des blocs de Rouquier de %Hd;r donn!ee par le
Th!eor"eme 4.3,
* la relation entre !el!ements de Schur sw des caract"eres de Hd;r et
!el!ements de Schur s%w des caract"eres de %Hd;r r!esultant de la Proposi-
tion 4.12,
* et l’invariance des entiers aw et Aw sur les blocs deHd;r r!esultant de la
Proposition 3.18, montrent le r!esultat suivant.
4.5. Proposition. Les valuations a%w et les degr !es A%w des !el !ements de
Schur des caract"eres de %Hd;r sont constants sur les blocs de Rouquier.
APPENDICE. QUELQUES ALGE`BRES CYCLOTOMIQUES
POUR Gð3; 1; 2Þ
Voir Tableaux I–III.
TABLEAU I
Blocs de l’alg"ebre spetsiale de W3;2 u0 ¼ q; u1 ¼ z; u2 ¼ z2
IrrðW3;2Þ Degr!e d-Symbole Contenu !El!ement de Schur a; A
wð2;|;|Þ 1
2
|
|
0
@
1
A x2 ðq þ 1Þðq2  qþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ2 0, 7
wð|;2;|Þ 1
0 1
2
0
0
@
1
A xþ x2 3q1z2ðqþ 1Þðq zÞ2 1; 2
wð|;|;2Þ 1
0 1
0
2
0
@
1
A xþ x2 3q1zðq þ 1Þðq z2Þ2 1; 2
wð11;|;|Þ 1
1 2
0
0
0
@
1
A xþ x2 3q1ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 1; 2
wð1;1;|Þ 2
0 2
1
0
0
@
1
A xþ x2 3q1ðq z2Þðq2 þ z2q zÞ 1; 2
wð1;|;1Þ 2
0 2
0
1
0
@
1
A xþ x2 3q1ðq zÞðq2 þ zq z2Þ 1; 2
wð|;11;|Þ 1
0 1 2
1 2
0 1
0
@
1
A 3xþ 2x2 ð1 z2Þq5ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þðq2  zÞ 5; 0
wð|;|;11Þ 1
0 1 2
0 1
1 2
0
@
1
A 3xþ 2x2 ð1 zÞq5ðqþ 1Þðq2 þ q þ 1Þðq2  z2Þ 5; 0
wð|;1;1Þ 2
0 1
1
1
0
@
1
A 3x q3ðq2 þ qþ 1Þ2 3; 1
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TABLEAU II
Blocs de l’alg"ebre H3;2 u0 ¼ 1; u1 ¼ z; u2 ¼ z2
IrrðW3;2Þ Degr!e d-Symbole Contenu !El!ement de Schur a; A
wð2;|;|Þ 1
2
0
0
0
@
1
A 2þ x2 3ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 0; 3
wð|;2;|Þ 1
0
2
0
0
@
1
A 2þ x2 3ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 0; 3
wð|;|;2Þ 1
0
0
2
0
@
1
A 2þ x2 3ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 0; 3
wð1;1;|Þ 2
1
1
0
0
@
1
A 1þ 2x 3q1ðq2 þ qþ 1Þ 1; 1
wð1;|;1Þ 2
1
0
1
0
@
1
A 1þ 2x 3q1ðq2 þ qþ 1Þ 1; 1
wð|;1;1Þ 2
0
1
1
0
@
1
A 1þ 2x 3q1ðq2 þ qþ 1Þ 1; 1
wð11;|;|Þ 1
1 2
0 1
0 1
0
@
1
A 2þ 3xþ x2 3q3ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 3; 0
wð|;11;|Þ 1
0 1
1 2
0 1
0
@
1
A 2þ 3xþ x2 3q3ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 3; 0
wð|;|;11Þ 1
0 1
0 1
1 2
0
@
1
A 2þ 3xþ x2 3q3ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 3; 0
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TABLEAU III
Blocs de l’alg"ebre H03;2 u0 ¼ z2q; u1 ¼ q3; u2 ¼ z
IrrðW3;2Þ Degr!e Symbole Contenu !El!ement de Schur a; A
wð1;1;|Þ 2
1
0 1 3
|
0
@
1
A 1þ 2xþ x3 zq2ðq6 þ q3 þ 1Þðq  z2Þ2 2; 6
wð|;11;|Þ 1
0
0 2 3
|
0
@
1
A 2þ x2 þ x3 q1ðq þ 1Þðq2 þ q þ 1Þðq2  qþ 1Þ 1; 8
ðq  z2Þðq3  zÞ
wð2;|;|Þ 1
2
0 1 2
|
0
@
1
A 1þ x2 þ x3 z2q3ðqþ 1Þðq2 þ qþ 1Þ2ðq þ zÞ2 3; 4
wð|;|;2Þ 1
0 1
0 1 2 3
2
0
@
1
A 2þ 2xþ 2x2 þ x3 ð1 z2Þq6ðq þ 1Þðq  z2Þ2 6; 1
ðq þ z2Þðq3  zÞ
wð11;|;|Þ 1
1 2
0 1 2 3
0
0
@
1
A 2þ 2xþ 2x2 þ x3 zðz 1Þq6ðq þ 1Þðq2 þ qþ 1Þ 6; 1
ðq þ zÞðq3  z2Þ
wð1;|;1Þ 2
0 2
0 1 2 3
1
0
@
1
A 2þ 2xþ 2x2 þ x3 ð1 zÞq6ðq2  z2Þ2ðq3  zÞ 6; 1
F
A
M
IL
L
E
S
D
E
C
A
R
A
C
T
E`
R
E
S
D
E
S
A
L
G
E`
B
R
E
S
D
E
H
E
C
K
E
C
Y
C
L
O
T
O
M
IQ
U
E
S
1
3
3
TABLEAU III (suite)
IrrðW3;2Þ Degr!e Symbole Contenu !El!ement de Schur a; A
wð|;1;1Þ 2
0 1
0 1 2 4
1
0
@
1
A 2þ 3xþ x2 þ x4 q4ðq2 þ q þ 1Þ2ðq2  q þ 1Þ 4; 5
ðq þ zÞðq2 þ z2Þ
wð|;|;11Þ 1
0 1 2
0 1 2 3 4
1 2
0
@
1
A 2þ 3xþ 3x2 þ x3 þ x4 q1ðqþ 1Þðq2 þ q þ 1Þðq zÞðqþ zÞ2 11; 0
ðq3  zÞðq2 þ z2Þ
wð|;2;|Þ 1
0
0 1 4
|
0
@
1
A 2þ xþ x4 ðqþ 1Þðq6 þ q3 þ 1Þðq2  z2Þ2ðq2 þ z2Þ 0; 13
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